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1 . I n t r o d u c t i o n
1 . 1  G e n e r a l  C o n s i d e r a t i o n s
T h e  p r o b l e m  of  t h e  m o o r i n g  of  s m a l l  c r a f t  h a s  b e c o m e  i n c r e a s i n g l y  
i m p o r t a n t  i n  r e c e n t  y e a r s  w i t h  t h e  i n c r e a s e  i n  t h e  n u m b e r  a n d  s i z e  of  
s m a l l  b o a t  m a r i n a s  in  b o t h  c o a s t a l  a n d  i n l a n d  a r e a s .  S m a l l  c r a f t  h a r ­
b o r s  h a v e  c e a s e d  b e i n g  s i m p l y  h a r b o r s  of  r e f u g e ;  s o m e  m a r i n a s  n ow  
e x i s t  w h i c h  a r e  m u l t i - m i l l i o n  d o l l a r  i n v e s t m e n t s  p r o v i d i n g  v a l u a b l e  
r e a l  e s t a t e  w h i c h  c a n  b e  d e v e l o p e d  in  a d d i t i o n  to  b e r t h i n g  f a c i l i t i e s  f o r  
p l e a s u r e  c r a f t .  A n  e x a m p l e  of  o n e  o f  t h e s e  l a r g e  p r o j e c t s  i s  t h e  M a r i n a  
d e l  R e y  l o c a t e d  n e a r  L o s  A n g e l e s ,  C a l i f o r n i a .  T h e  t o t a l  i n v e s t m e n t  f o r  
t h i s  m a r i n a  ( i n c l u d i n g  f e d e r a l  g o v e r n m e n t ,  l o c a l  g o v e r n m e n t ,  a n d  
p r i v a t e  i n v e s t m e n t s )  e x c e e d s  $ 1 5 0 , 0 0 0 , 0 0 0  ( s e e  L e e  (1)).  W h e n  a  h a r ­
b o r  o f  t h i s  s i z e  i s  n o t  u s a b l e  d u e  to  e x c e s s i v e  m o t i o n s  of  t h e  m o o r e d  
b o a t s  a n d  t h e  a t t e n d a n t  d a m a g e  a  g r e a t  d e a l  of  a t t e n t i o n  i s  d i r e c t e d  to  
t h e  p r o j e c t  a n d  m e t h o d s  o f  c o r r e c t i n g  t h e  p r o b l e m .  T h e r e  a r e  m a n y  
o t h e r  c o a s t a l  a n d  i n l a n d  m a r i n a s  t h r o u g h o u t  t h e  U n i t e d  S t a t e s  w h i c h  
a r e  s m a l l e r  i n  s i z e  o r  i n  t h e  t o t a l  f u n d s  i n v e s t e d ,  b u t  t o  t h e  o w n e r  of  
t h e  m o o r e d  b o a t  e x c e s s i v e  b o a t  m o t i o n s  a r e  a s  i m p o r t a n t  t o  h i m  a s  
t h e y  a r e  t o  t h e  m a n a g e r s  of  a  c o m p l e x  t h e  s i z e  o f  M a r i n a  d e l  R e y .
2A c c o r d i n g  to  D u n h a m  (2) in  t h e  p e r i o d  f r o m  1950 to  1959  t h e  n u m ­
b e r  of  r e c r e a t i o n a l  b o a t s  i n  u s e  t h r o u g h o u t  t h e  U n i t e d  S t a t e s  m o r e  t h a n  
d o u b l e d .  I n  1950 t h e r e  w e r e  l e s s  t h a n  3 , 0 0 0 , 0 0 0  s m a l l  c r a f t  b e i n g  
u s e d  i n  t h e  U n i t e d  S t a t e s  w h e r e a s  t h i s  n u m b e r  g r e w  to  a p p r o x i m a t e l y  
7 , 8 0 0 , 0 0 0  i n  1 9 5 9 .  T h e  i n c r e m e n t a l  y e a r l y  g r o w t h  i t s e l f  i n c r e a s e d  
d u r i n g  t h e  p e r i o d  b y  r o u g h l y  1 0 0 , 0 0 0  b o a t s  p e r  y e a r .  Of c o u r s e  a l l  of 
t h e s e  b o a t s  a r e  n o t  m o o r e d  i n  m a r i n a  f a c i l i t i e s ;  h o w e v e r ,  f r o m  t h e s e  
n u m b e r s  i t  i s  a p p a r e n t  t h a t  t h e  p r o b l e m s  o f  t h e  a d e q u a t e  d e s i g n  o f  
m o o r i n g  f a c i l i t i e s  a n d  o f  t h e  o v e r a l l  m a r i n a  d e s i g n  a r e  of  i n c r e a s i n g  
i m p o r t a n c e .
T h e s e  tw o  p r o b l e m  a r e a s  a r e  v e r y  m u c h  r e l a t e d .  T h e  s m a l l  b o a t  
a n d  i t s  m o o r i n g  a r r a n g e m e n t  i n  e f f e c t  f o r m  a  s y s t e m  h a v i n g  c e r t a i n  
r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  a n a l o g o u s  t o  a  m e c h a n i c a l  s y s t e m  r e s t r a i n e d  
b y  l i n e a r  o r  n o n - l i n e a r  s p r i n g s .  T h e  w a v e  s y s t e m  w i t h i n  t h e  m a r i n a  
c a n  a l s o  b e  t h o u g h t  of  a s  h a v i n g  a  m e c h a n i c a l  a n a l o g u e .  T h e r e f o r e ,  t h e  
r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  m o o r e d  b o d y  i n t i m a t e l y  d e p e n d  u p o n  
t h e  r e s p o n s e  of  t h e  h a r b o r  t o  c e r t a i n  w a v e  s y s t e m s  i n c i d e n t  u p o n  t h e  
h a r b o r  e n t r a n c e ,  s i n c e  t h e  l a t t e r  p r o v i d e s  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  f o r  t h e  
s m a l l  b o a t .  H e n c e ,  a  g e n e r a l  s t u d y  of  t h e  p r o b l e m s  r e l a t e d  t o  t h e  
o s c i l l a t i o n  o f  s m a l l  m o o r e d  v e s s e l s  m u s t  r e a l l y  d e a l  w i t h  t w o  p h a s e s :  
t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  of  a r b i t r a r y  s h a p e d  
b a s i n s ,  a n d  t h e  r e s p o n s e  of  m o o r e d  s m a l l  b o a t s  i n  t h i s  w a v e  e n v i r o n ­
m e n t .
A s t u d y  w a s  i n i t i a t e d  a t  t h e  W. M. K e c k  L a b o r a t o r y  of  H y d r a u l i c s  
a n d  W a t e r  R e s o u r c e s  a t  t h e  C a l i f o r n i a  I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y ,  P a s a d e n a ,  
C a l i f o r n i a  l a t e  in  1963  to  s t u d y  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  o f  t h e  w a v e  i n d u c e d
3o s c i l l a t i o n s  o f  s m a l l  m o o r e d  v e s s e l s .  I n  a  b r o a d  s e n s e  t h i s  s t u d y  h a s  
t h r e e  m a j o r  o b j e c t i v e s :
1 . T h e  i n v e s t i g a t i o n  of  t h e  m o t i o n s  o f  s i m p l e  b o d i e s  
e l a s t i c a l l y  m o o r e d  to  a  f i x e d  s u p p o r t  a n d  s u b j e c t e d  to  s t a n d i n g  
w a v e s  h a v i n g  d e p t h  t o  w a v e  l e n g t h  r a t i o s  w h i c h  r a n g e  f r o m  t h e  
l i m i t s  o f  d e e p  w a t e r  t o  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s .
2. T h e  s t u d y  o f  t h e  m o t i o n  o f  s i m p l e  b o d i e s  e l a s t i c a l l y  
m o o r e d  to  f l o a t i n g  p l a t f o r m s  w h i c h  a r e  i n  t u r n  m o o r e d  to  
f i x e d  s u p p o r t s .  T h i s  m o o r i n g  a r r a n g e m e n t  h a s  s o m e  of  t h e  
f e a t u r e s  o f  a  t y p i c a l  m a r i n a  m o o r i n g  s y s t e m .
3. T h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  
i n  b a s i n s  o f  a r b i t r a r y  s h a p e .
T h i s  r e p o r t  d e a l s  p r i m a r i l y  w i t h  t h e  f i r s t  of  t h e s e  t h r e e  o b j e c t i v e s .  
S p e c i f i c a l l y ,  i t  w a s  c o n s i d e r e d  i m p o r t a n t  t o  f i r s t  i n v e s t i g a t e  e x p e r i ­
m e n t a l l y  t h e  b e h a v i o r  of  s i m p l e  b o d i e s ,  s i m p l y  m o o r e d ,  t o  c o m p a r e  
t h e s e  r e s u l t s  t o  c e r t a i n  t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h e s  t h a t  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  
b y  o t h e r s .  T h e  t h e o r e t i c a l  c o n s i d e r a t i o n s  w i l l  b e  t r e a t e d  in  s o m e  
d e t a i l  i n  S e c t i o n  2 . 1 .
T h e  p r o b l e m  of  t h e  m o o r i n g  of  s m a l l  c r a f t  i s  c o n s i d e r e d  to  b e  
s o m e w h a t  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  l a r g e  s h i p  m o o r i n g  p r o b l e m .  In  t h e  l a r g e  
s h i p  p r o b l e m  u s u a l l y  w a v e s  o f  r e l a t i v e l y  l o n g  p e r i o d s  a r e  i m p o r t a n t  
a s  f a r  a s  m o t i o n s  a r e  c o n c e r n e d .  T h i s  m o r e  o r  l e s s  l i m i t s  t h e  p r o b l e m  
to  a  s h a l l o w  w a t e r  w a v e  s y s t e m .  I n  t h e  c a s e  o f  p l e a s u r e  c r a f t  t h e  w a v e  
s y s t e m  w h i c h  i s  i m p o r t a n t  f o r  v e s s e l  m o t i o n s  m a y  v a r y  f r o m  s h a l l o w  
w a t e r  t o  d e e p  w a t e r  w a v e s  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
v e s s e l  a n d  i t s  m o o r i n g  s y s t e m .  I n  a d d i t i o n  t h e r e  i s  a  q u e s t i o n  a s  to
4t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  of  i n e r t i a l  f o r c e s  a n d  v i s c o u s  f o r c e s  i n  t h e  tw o  
c a s e s .  F o r  l a r g e  c r a f t ,  i n e r t i a l  f o r c e s  a r e  u s u a l l y  m u c h  g r e a t e r  t h a n  
v i s c o u s  f o r c e s  a n d  t h e  l a t t e r  c a n  b e  n e g l e c t e d .  H o w e v e r ,  t h i s  q u e s t i o n  
h a s  n o t  b e e n  s a t i s f a c t o r i l y  a n s w e r e d  f o r  s m a l l  c r a f t .
1 . 2  L i t e r a t u r e  S u r v e y  - M o o r e d  B o d i e s
W i l s o n  i n  R e f e r e n c e  3 b e g i n s  a  s e r i e s  o f  p a p e r s  on  t h e  m o t i o n s  of  
m o o r e d  s h i p s  i n  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m s .  In  t h i s  p a p e r  W i l s o n  p r e s e n t s  
t h e  c o n c e p t  of  a  s h i p  a n d  i t s  m o o r i n g  s y s t e m  r e s p o n d i n g  i n  s u r g e  m o t i o n  
t o  a  l o n g  p e r i o d  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  in a  m a n n e r  w h i c h  i s  a n a l o g o u s  to  
a  s p r i n g - s u s p e n d e d  m a s s .  S u r g e  m o t i o n  i s  d e f i n e d  a s  t h e  m o t i o n  o f  t h e  
s h i p  i n  t h e  h o r i z o n t a l  p l a n e  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  h o r i z o n t a l  w a t e r  
p a r t i c l e  v e l o c i t i e s .  H e  t r e a t s  i n  s o m e  d e t a i l  t h e  m o o r i n g  l i n e  s y s t e m  
w h i c h ,  d u e  to  t h e  n a t u r e  of  m o o r i n g  a r r a n g e m e n t ,  i s  b e s t  r e p r e s e n t e d  
b y  a  n o n - l i n e a r  s p r i n g  s y s t e m .  T h e  g e n e r a l  n o n - l i n e a r  e q u a t i o n  of  
m o t i o n  o f  a  b o d y  m o o r e d  in  a  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  w i t h  n o n - l i n e a r  
c o n s t r a i n t s  i s  p r e s e n t e d .  A f u n c t i o n a l  r e l a t i o n s h i p  f o r  t h e  n a t u r a l  
p e r i o d  in  t e r m s  o f  p a r a m e t e r s  of  t h e  s y s t e m  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  d i ­
m e n s i o n a l  a n a l y s i s .  T h e  p r o b l e m  of  i n t e r e s t  i s  t h e  v a r i a t i o n  of  t h e  
r e s o n a n t  p e r i o d  ( in t h e  l o n g i t u d i n a l  d i r e c t i o n )  o f  a  s h i p - m o o r i n g  s y s t e m  
a s  a  f u n c t i o n  of  w a v e  a m p l i t u d e  a n d  m o o r i n g  l i n e  c o n s t r a i n t .  I t  i s  s h o w n  
t h a t  t h e  m o r e  n o n - l i n e a r  t h e  r e s t r a i n i n g  f o r c e ,  t h e  m o r e  d e p e n d e n t  t h e  
n a t u r a l  f r e q u e n c y  i s  u p o n  t h e  w a v e  h e i g h t  ( a n d  h e n c e  t h e  m a x i m u m  
w a t e r  p a r t i c l e  e x c u r s i o n s ) .  T h e  n a t u r a l  p e r i o d  of  a  m o o r e d  v e s s e l  i s  
a l s o  s h o w n  to  b e  a  f u n c t i o n  of  t h e  d i s p l a c e m e n t  t o n n a g e  a n d  t h e  d r a f t  
f o r  a  g i v e n  d e p t h  o f  w a t e r .  F o r  a  g i v e n  s h i p  a n d  m o o r i n g  s y s t e m  a s  
t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n c r e a s e s  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  d e c r e a s e s .  A s  t h e
5s h i p  t o n n a g e  d e c r e a s e s  f o r  a  g i v e n  m o o r i n g  s y s t e m  a n d  w a v e  e n v i r o n ­
m e n t  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  a l s o  d e c r e a s e s .  S o m e  e x p e r i m e n t a l  s t u d i e s  
w e r e  c o n d u c t e d  in  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h i s  w o r k ,  b u t  o n l y  f o r  t h e  c a s e  
w h e r e  a  s h i p  m o d e l  i s  m o o r e d  a t  t h e  n o d a l  p o i n t  of  a  u n i n o d a l  s e i c h e  
(a l o n g  p e r i o d  s t a n d i n g  w a v e ) .  A l t h o u g h  m o d e l  r e s u l t s  a r e  n o t  p r e ­
s e n t e d ,  i t  i s  s t a t e d  t h a t  t h e  t e s t s  s h o w e d  t h a t  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  i s  
r e l i a b l e  i n  p r e d i c t i n g  t h e  e f f e c t  of  n o n - l i n e a r  c o n s t r a i n t s  in  s u c h  a  
s y s t e m .
A b r a m s o n  a n d  W i l s o n  (4) o b t a i n  s o l u t i o n s  t o  t h e  u n d a m p e d  e q u a t i o n  
of  m o t i o n  d e v e l o p e d  in  R e f e r e n c e  3 t o  d e t e r m i n e  t h e  a m p l i t u d e  r e s p o n s e  
of  a  m o o r e d  b o d y  a s  a  f u n c t i o n  o f  b o t h  t h e  w a v e  p e r i o d  a n d  t h e  t y p e  o f  
n o n - l i n e a r  c o n s t r a i n t .  T h e  s u r g e  m o t i o n  of  t h e  v e s s e l  i s  o f  p r i m a r y  
i n t e r e s t  h e r e .  T h i s  m o r e  r i g o r o u s  a p p r o a c h  c o n f i r m s  to  s o m e  e x t e n t  
t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  R e f e r e n c e  3.
W i l s o n  (5) p r e s e n t s  a  c o m p r e h e n s i v e  s u m m a r y  of  h i s  w o r k  o n  t h e  
m o o r i n g  f o r c e  p r o b l e m .  I n  a d d i t i o n  to  t h e  q u e s t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e  of  
a  m o o r e d  b o d y  i n  t h e  t h r e e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s ,  t h e  p r o b l e m  o f  a n  
u n m o o r e d  s h i p  i s  t r e a t e d .  I n f o r m a t i o n  i s  p r e s e n t e d  on  t h e  p r e d i c t e d  
r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  v a r i o u s  s h i p s  a l o n g  w i t h  s u m m a r i e s  of  
m o r e  g e n e r a l  i n f o r m a t i o n  s u c h  a s  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t s  of  r e c t a n g u ­
l a r  b o d i e s  i n  s u r g e  a n d  h e a v e .  T h e  e f f e c t  o f  a  b e a m  s e a  on  a n  
i d e a l i z e d  s h i p - f o r m  i s  c o n s i d e r e d  f r o m  t h e  p o i n t  of  v i e w  of  t h e  b e r t h i n g  
o f  s h i p s .
In  R e f e r e n c e  6,  W i l s o n  a p p l i e s  t h e  a p p r o a c h  p r e s e n t e d  i n  h i s  p r e ­
v i o u s  p a p e r s  t o  t h e  c a s e  w h e r e  a n  o i l  t a n k e r  p a r t e d  i t s  l i n e s  w h i l e  
m o o r e d  i n  a  r e c t a n g u l a r  b a s i n .  In t h i s  p u b l i c a t i o n  W i l s o n  s h o w s  t h a t
6t h e  c a u s e  o f  t h e  a c c i d e n t  w a s  p r o b a b l y  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  
t h e  t a n k e r  a n d  i t s  m o o r i n g  s y s t e m  w h e n  e x p o s e d  to  t h e  f u n d a m e n t a l  a n d  
h i g h e r  h a r m o n i c  m o d e s  o f  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  b a s i n .  T h e  n o n - l i n e a r  
c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  m o o r i n g  s y s t e m  w e r e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  a n d  t h e  
c a s e  w a s  t r e a t e d  a s  a n  u n d a m p e d  o s c i l l a t i o n .
K i l n e r  (7) a n a l y z e s  t h e  c a s e  of  a  s h i p  r e s t r a i n e d  in  a  n o n - l i n e a r  
f a s h i o n  a f t e r  t h e  m a n n e r  o f  W i l s o n  (5).  K i l n e r  o b t a i n s  a n  a p p r o x i m a t e  
s o l u t i o n  to  t h e  n o n - l i n e a r  p r o b l e m  a s s u m i n g  n o  d a m p i n g .  Of p r i m a r y  
i n t e r e s t  h e r e  a r e  h i s  e x p e r i m e n t a l  s t u d i e s  of  t h e  c a s e s  o f  a  l i n e a r l y  a n d  
a  n o n - l i n e a r l y m o o r e d  b o d y .  In  o r d e r  to  s h o w  s o m e  l i m i t a t i o n s  of t h e  
e x p e r i m e n t a l  s t u d y ,  t h e  e x p e r i m e n t a l  e q u i p m e n t  w i l l  b e  d e s c r i b e d  in  
s o m e  d e t a i l .  T h e  t e s t s  w e r e  c o n d u c t e d  in  a  f l u m e  29 f t  l o n g ,  5 f t  w i d e ,  
w i t h  a  m a x i m u m  w a t e r  d e p t h  of  10 i n c h e s .  W a v e  f i l t e r s  w e r e  p l a c e d  a t  
e i t h e r  e n d  of  a  15 f t  w o r k i n g  s e c t i o n .  A u n i n o d a l  s e i c h e  w a s  c r e a t e d  by  
p u m p i n g  w a t e r  f r o m  o n e  e n d  of  t h e  f l u m e  to  a n o t h e r  t h r o u g h  a  d i s c h a r g e  
l i n e  c o n t r o l l e d  by  a  p r o g r a m m e d  b u t t e r f l y  v a l v e .  T h e  r a n g e  of  p e r i o d s  
w a s  f r o m  2. 7 s e c  t o  25 s e c .  T h e  s h i p  m o d e l  (80 i n c h e s  l o n g ,  a  b e a m  of  
10 i n c h e s ,  a  d r a f t  o f  6 i n c h e s ,  a n d  a  w e i g h t  o f  135 l b s )  w a s  m o o r e d  a t  
t h e  c e n t e r  of  t h e  f l u m e  s o  t h a t  t h e  n o d e  of  t h e  s t a n d i n g  w a v e  c o i n c i d e d  
w i t h  t h e  c e n t e r  of  t h e  b o d y  f o r  a l l  w a v e  l e n g t h s .  T h e  r e s u l t s  of  t h e s e  
t e s t s  t e n d  to  c o n f i r m  t h e  t h e o r e t i c a l  s o l u t i o n  f o r  t h e  l i n e a r  s p r i n g  s y s ­
t e m ;  h o w e v e r ,  t h e  t e s t i n g  i s  l i m i t e d  t o  t h e  s o m e w h a t  u n r e a l i s t i c  c a s e  
of  t h e  s h i p  r e m a i n i n g  a t  t h e  n o d e  o f  a  s t a n d i n g  w a v e  f o r  t h e  f u l l  r a n g e  
of  w a v e  p e r i o d s .  U s i n g  t h e  m a x i m u m  d e p t h  of  w a t e r  g i v e n ,  t h e  d e p t h  
t o  w a v e  l e n g t h  r a t i o s  w o u l d  t h e n  r a n g e  f r o m  0 . 0 6  to  0. 006  w h i c h  a r e  
e s s e n t i a l l y  w i t h i n  t h e  l i m i t s  of  t h e  s h a l l o w  w a t e r  w a v e  c r i t e r i o n .  T h u s ,
7i n  s u m m a r y ,  t h e  e x p e r i m e n t s  w e r e  c o n d u c t e d  w i t h  t h e  v e s s e l  m o o r e d  
a t  t h e  n o d e  of  a  s h a l l o w  w a t e r  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  w h e r e  r e f l e c t i o n s  
o f  w a v e s  g e n e r a t e d  b y  t h e  o s c i l l a t i n g  b o d y  w e r e  m i n i m i z e d  b y  t h e  w a v e  
f i l t e r s  p l a c e d  a t  e i t h e r  e n d s  of  t h e  t e s t  s e c t i o n .  T h e  c a s e  o f  t h e  m o t i o n  
o f  v e s s e l s  w i t h  n o n - l i n e a r  r e s t r a i n t s  w a s  a l s o i n v e s t i g a t e d  e x p e r i ­
m e n t a l l y ,  a n d  t h e  r e s u l t s  a g r e e  w i t h  t h e  t r e n d  p r e d i c t e d  t h e o r e t i c a l l y .
I n  a d d i t i o n  to  t h e s e  e x p e r i m e n t s  a  m e c h a n i c a l  a n a l o g y  t o  t h e  p r o b l e m  
i s  p r e s e n t e d .  T h i s  c o n s i s t s  o f  a  t i l t i n g  p l a t f o r m  w h o s e  f r e q u e n c y  of  
m o t i o n  c a n  b e  v a r i e d  a n d  a  p l a n k  m o o r e d  w i t h  l i n e a r  s p r i n g s  t o  t h e  p l a t ­
f o r m  a n d  s e p a r a t e d  f r o m  i t  b y  r o l l e r  b e a r i n g s .  T h e r e f o r e ,  a s  t h e  p l a t ­
f o r m  t i l t s ,  t h e  p l a n k  r e p r e s e n t i n g  a  m o o r e d  s h i p ,  o s c i l l a t e s  t o  a n d  f r o  
i n  a  m a n n e r  s i m i l a r  t o  a  s h i p .  T h i s  a n a l o g y  i s  s a t i s f a c t o r y  a g a i n  f o r  a  
c a s e  of  a  v e s s e l  i n  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s ;  h o w e v e r ,  i t  w i l l  b e  s h o w n  l a t e r  
t h a t  t h i s  r e p r e s e n t a t i o n  b e c o m e s  i n a c c u r a t e  a s  t h e  w a v e  e n v i r o n m e n t  
a p p r o a c h e s  a  d e e p  w a t e r  w a v e  s y s t e m .
R u s s e l l  (8) h a s  e x p e r i m e n t a l l y  s t u d i e d  t h e  m o o r i n g  p r o b l e m  to f i n d  
a  m e a n s  of  r e d u c i n g  t h e  i m p a c t  b e t w e e n  s h i p s  a n d  d o c k s .  H i s  e x p e r i ­
m e n t s  t a k e  t w o  f o r m s :  t h e  s t u d y  of  t h e  m o t i o n  o f  a  m o d e l  t a n k e r  m o o r e d  
a l o n g s i d e  j e t t i e s  i n  a  w a v e  s y s t e m ,  a n d  t h e  s t u d y  of  t h e  l a t e r a l  m o t i o n s  
o f  a  m o r e  i d e a l i z e d  b o d y  w h i c h  w a s  r e s t r a i n e d  to  m o t i o n  i n  o n e  d i r e c ­
t i o n  b y  a  s t i f f  s p r i n g  a n d  in  t h e  o t h e r  b y  a  s o f t  s p r i n g .  T h e s e  s p r i n g s  
w e r e  m e a n t  t o  r e p r e s e n t  f l e x i b l e  f e n d e r s  a n d  m o o r i n g  l i n e s .  In  t h e  
i d e a l i z e d  b o d y  s t u d y  t h e  m o d e l  w a s  m o o r e d  a t  t h e  n o d e  of  a  s t a n d i n g  
w a v e  of  a  3 s e c  p e r i o d  in  10 i n c h e s  of  w a t e r .  T h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  m o d e l  
m o t i o n  a n d  t h e  m o o r i n g  f o r c e  a s  a  f u n c t i o n  o f  b o t h  t h e  s t i f f n e s s  o f  t h e  
f e n d e r s  a n d  t h e  s t i f f n e s s  o f  t h e  s p r i n g s  w h i c h  r e p r e s e n t  t h e  m o o r i n g
8l i n e s  w e r e  i n v e s t i g a t e d .  T h e  s t u d y  s h o w e d  t h a t  f o r  a  g i v e n  s t i f f n e s s  of 
t h e  f e n d e r s ,  a s  t h e  s t i f f n e s s  of  t h e  m o o r i n g  l i n e s  i n c r e a s e d  t h e  a m p l i ­
t u d e  of  t h e  m o t i o n  of  t h e  v e s s e l  w a s  a  f u n c t i o n  of  t h e  i n i t i a l  f e n d e r  
s t i f f n e s s .  T h i s  i s  n o t  s u r p r i s i n g ,  s i n c e  b y  c h a n g i n g  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  
of  t h e  m o o r i n g  l i n e s  o n e  i s  a l t e r i n g  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  t h e  m o o r e d  
b o d y .  H o w e v e r ,  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  t h e  b o d y  i s  a l s o  a  f u n c t i o n  of  
t h e  i n i t i a l  s t i f f n e s s  o f  t h e  f e n d e r s .  T h e s e  t w o  e f f e c t s  c o m b i n e  i n  s u c h  
a  w a y  t h a t ,  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  f e n d e r  s t i f f n e s s ,  t h e  c h a n g e  in  t h e  e l a s t i c  
c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  m o o r i n g  l i n e s  c h a n g e s  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  v e s s e l  
f o r  a  g i v e n  w a v e  p e r i o d .  T h e r e f o r e ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  m o t i o n  of  t h e  
v e s s e l  c a n  e i t h e r  i n c r e a s e  o r  d e c r e a s e  a s  t h e  m o o r i n g  l i n e  c h a r a c t e r i s t i c s  
a r e  a l t e r e d  d e p e n d i n g  u p o n  w h e r e  t h e  o p e r a t i n g  p o i n t  i s  l o c a t e d  on  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e .
T h e r e  h a v e  b e e n  a  n u m b e r  of  m o d e l  a n d  p r o t o t y p e  s t u d i e s  o f  m o o r ­
in g  f o r c e s  a n d  s h i p  m o t i o n s  f o r  p a r t i c u l a r  s h i p s .  I n v e s t i g a t i o n s  s u c h  
a s  t h o s e  of  K n a p p  (9),  O ' B r i e n  a n d  K u c h e n r e u t h e r  (10) ,  O ' B r i e n  a n d  
M u g a  (11) ,  a n d  W i e g e l  e t  a l  (12) ,  a l l  a d d  to  t h e  f u n d  of  g e n e r a l  k n o w ­
l e d g e  o n  t h e  s u b j e c t  of  m o t i o n s  o f  l a r g e  m o o r e d  v e s s e l s .  H o w e v e r ,  f r o m  
t h e  p o i n t  o f  v i e w  of  t h e  m o t i o n  o f  s m a l l  c r a f t  a n d  t h e  m o r e  s p e c i f i c  n a t u r e  
of  t h e s e  s t u d i e s ,  t h e y  w i l l  n o t  b e  d i s c u s s e d  h e r e .
1 . 3  L i t e r a t u r e  S u r v e y  - V i r t u a l  M a s s
T h e  f o r c e s  a c t i n g  on  a n y  a c c e l e r a t i n g  o r  d e c e l e r a t i n g  b o d y  i n c l u d e  
a n  a d d i t i o n a l  f o r c e ,  n o t  p r e s e n t  i n  t h e  s t e a d y  s t a t e  s y s t e m ,  w h i c h  i s  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  i n e r t i a  of  t h e  s y s t e m  a n d  a n  e f f e c t  d u e  t o  t h e  p r e s ­
e n c e  of  t h e  f l u i d .  T h i s  l a t t e r  e f f e c t  i s  d u e  t o  t h e  k i n e t i c  e n e r g y  w h i c h  
i s  i m p a r t e d  t o  t h e  s u r r o u n d i n g  f l u i d  a s  t h e  b o d y  m o v e s  u n s t e a d i l y
9r e l a t i v e  to  t h e  f l u i d .  I t  i s  c o m p e n s a t e d  f o r  i n  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  
b y  c o n s i d e r i n g  t h e  b o d y  to  h a v e  a n  a d d e d  m a s s  w h i c h  m o v e s  w i t h  t h e  
b o d y  s u c h  t h a t  t h e  r e s u l t i n g  k i n e t i c  e n e r g y  of  b o d y  a n d  f l u i d  i s  c o r r e c t .
T h e  c o m b i n a t i o n  of  t h e  m a s s  o f  t h e  b o d y  a n d  t h e  a d d e d  m a s s  i s  u s u a l l y  
c a l l e d  t h e  v i r t u a l  m a s s .  T h e  m a g n i t u d e  o f  t h i s t e r m  i s  i m p o r t a n t  in  
d e f i n i n g  t h e  m o t i o n s  of  a  m o o r e d  b o d y .
T h e  m a j o r  w o r k  o n  m e a s u r i n g  t h e  v i r t u a l  m a s s  o f  f l o a t i n g  b o d i e s  
h a s  b e e n  d o n e  f o r  m o t i o n s  of  s h i p  f o r m s  i n  h e a v e  a n d  p i t c h .  T h e s e  
v e r t i c a l  m o t i o n s  a r e  t h e  m o r e  i m p o r t a n t  o n e s  f o r  t h e  c a s e  o f  a  s h i p  
m o v i n g  ( o r  d e a d  in  t h e  w a t e r )  i n  a n  o p e n - s e a  w a v e  s y s t e m .  H o w e v e r ,  
f o r  t h e  c a s e  of  a  m o o r e d  b o d y  o n e  o f  t h e  i m p o r t a n t  m o t i o n s  i s  t h e  s u r g e  
m o t i o n ,  i .  e . , m o t i o n  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  a x i s  o f  t h e  s h i p .
A g o o d  g e n e r a l  r e v i e w  of  t h e  v i r t u a l  m a s s  p r o b l e m  i s  g i v e n  by  
K o r v i n - K r o u k o v s k y  (13).  S o m e  d e t a i l e d  c o n s i d e r a t i o n s  o f  t h e  v i r t u a l  
m a s s  i n  s u r g e  a r e  p r e s e n t e d  by W e n d e l  (14).  In  t h i s  t r e a t m e n t  l i t t l e  
a t t e n t i o n  i s  g i v e n  to  t h e  e f f e c t  of  b o d y  d i m e n s i o n s  o n  t h e  a d d e d  m a s s .  
M e n t i o n  i s  m a d e  o f  t h e  e x p e r i m e n t s  p e r f o r m e d  by  K o c h  (15) ,  w h i c h  
w e r e  e l e c t r i c a l  a n a l o g u e  e x p e r i m e n t s ,  i n  w h i c h  h e  f o u n d  t h a t  f o r  a 
s q u a r e  f a c e  m o v i n g  in  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  f r e e  s u r f a c e  t h e  r a t i o  o f  t h e  
a d d e d  m a s s  i n  t h i s  c a s e  to  t h a t  i n  a n  u n b o u n d e d  f l u i d  w a s  0. 286 .
P e r h a p s  t h e  i n f o r m a t i o n  w h i c h  i s  of  g r e a t e s t  i n t e r e s t  i n  t h e  p r e s e n t  
s t u d y  i s  t h a t  g i v e n  by  W i l s o n  in  R e f e r e n c e  5. A g r a p h  i s  p r e s e n t e d  by 
W i l s o n  s h o w i n g  f o r  s u r g e  m o t i o n  t h e  v a r i a t i o n  of  a n  i n e r t i a  c o e f f i c i e n t ,  
w h i c h  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  a d d e d  m a s s ,  w i t h  b e a m  to  l e n g t h  r a t i o .
T h e  r e s u l t s  of  a  n u m b e r  of  d i f f e r e n t  i n v e s t i g a t i o n s  a r e  s h o w n ;  h o w e v e r ,  
to  t h e  k n o w l e d g e  of  t h i s  w r i t e r  t h e  d a t a  p r e s e n t e d  a t  l e a s t  f r o m  o n e  s o u r c e
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a r e  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  b o d y  o s c i l l a t e d  v e r t i c a l l y  i n s t e a d  o f  i n  a  h o r i ­
z o n t a l  d i r e c t i o n  (w h i c h  i s  i m p l i c i t  i n  t h e  s u r g e  p r o b l e m ) .  N e v e r t h e l e s s  
a  c o m p a r i s o n  o f  W i l s o n ' s  r e s u l t s  w i t h  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  p r e s e n t  s t u d y  
w i l l  b e  p r e s e n t e d  in  S e c t i o n  4 . 1 .
11
2. T h e o r e t i c a l  C o n s i d e r a t i o n s
T h e  t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h  u s e d  i n  t h i s  s t u d y  t o  o b t a i n  t h e  e q u a t i o n  of  
m o t i o n  o f  a  s i n g l e  m o o r e d  b o d y  in  s u r g e  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e a s  t h a t  
p r o p o s e d  by  W i l s o n  (5) a n d  K i l n e r  (7).  I t  i s  p r e s e n t e d  h e r e  i n  i t s  e n ­
t i r e t y  f o r  t h e  s a k e  of  c o m p l e t e n e s s  a n d  to  d e s c r i b e  t h e  i m p o r t a n c e  of  
v a r i o u s  t e r m s  i n  t h e  s o l u t i o n .  In  a d d i t i o n  t h i s  m e t h o d  i s  e x t e n d e d  to  
d e s c r i b e  t h e  s u r g e  o f  c o u p l e d  b o d i e s .
2 . 1  S i n g l e  B o d y  M o t i o n  i n  S u r g e
S i n c e  t h e  p r i m a r y  o b j e c t i v e  of  t h i s  s t u d y  i s  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  
f u n d a m e n t a l  b e h a v i o r  o f  m o o r e d  s y s t e m s ,  o n l y  b o d i e s  of  s i m p l e  g e o m e ­
t r y  a r e  c o n s i d e r e d .  T h e  b o d y  w h i c h  i s  t r e a t e d  h e r e  i s  a  s i m p l e  r e c ­
t a n g u l a r  p a r a l l e l p i p e d  o f  l e n g t h  2 L ,  d r a f t  D,  a n d  b e a m  B m o o r e d  s u c h  
t h a t  t h e  o n l y  a l l o w a b l e  m o t i o n s  a r e  t h o s e  i n  s u r g e .  A s k e t c h  o f  t h e  b o d y  
i n  i t s  w a v e  e n v i r o n m e n t  i s  s h o w n  i n  F i g .  1 . T h e  w a v e  s y s t e m  c o n ­
s i d e r e d  i s  a  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  i n  a  r e c t a n g u l a r  b a s i n  o f  c o n s t a n t  
d e p t h  d i n  w h i c h  t h e  b o d y  i s  m o o r e d  s o m e  d i s t a n c e  b f r o m  a  p e r f e c t l y  
r e f l e c t i n g  w a l l .  T h e  c o o r d i n a t e  x  i s  m e a s u r e d  f r o m  t h e  c e n t e r  of  t h e  
b o d y  w h e n  i t  i s  a t  r e s t .  U s i n g  s m a l l  a m p l i t u d e  w a v e  t h e o r y  t h e  s t a n d i n g  
w a v e  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  w a v e  a m p l i ­
t u d e  η ,  v e l o c i t y  p o t e n t i a l  Φ,  a n d  t h e  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  u:
( 1 )
(2)
(3)
w h e r e  A i s  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e ,  k  i s  t h e  w a v e  n u m b e r  (2π / w a v e  
l e n g t h ,  λ), σ i s  t h e  c i r c u l a r  w a v e  f r e q u e n c y  (2π / w a v e  p e r i o d ,  T ) ,  g i s
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t h e  a c c e l e r a t i o n  o f  g r a v i t y ,  a n d  t h e  o t h e r  p a r a m e t e r s  a r e  d e s c r i b e d  i n  
t h e  d e f i n i t i o n  s k e t c h ,  F i g .  1 .
T h e  e q u a t i o n  of  m o t i o n  o f  t h e  m o o r e d  b o d y  in  s u r g e  i s :
(4)
w h e r e a n d  M  i s  t h e  m a s s  of  t h e  m o o r e d  b o d y .  T h e  f i r s t  t e r m  
o n  t h e  r i g h t  i n  E q .  4 i s  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  a c t i n g  on  t h e  e n d s  of  t h e  
b o d y  a n d  i s  a  d r i v i n g  f o r c e  i n  t h e  x - d i r e c t i o n .  I t  i s  d e f i n e d  a s :
(5)
w h e r e  p ( - L ,  z) a n d  p ( L ,  z) a r e  t h e  p r e s s u r e s  o n  t h e  e n d s  o f  t h e  b o d y  a t  
x  = - L  a n d  x  = + L  r e s p e c t i v e l y .  T h e  g e n e r a l  f o r m  o f  t h e  d e p t h w i s e  
p r e s s u r e  d i s t r i b u t i o n  u n d e r  a  s m a l l  a m p l i t u d e  s t a n d i n g  w a v e  i s :
(6)
A f t e r  s u b s t i t u t i n g  E q .  6 i n t o  E q .  5 a n d  i n t e g r a t i n g  o v e r  t h e  i m m e r s e d  
h e i g h t  of  t h e  b o d y ,  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  p e r  u n i t  w i d t h  of  t h e  b o d y  
i s  o b t a i n e d :
(7)
w h e r e
A f t e r  s u b s t i t u t i n g  t h e s e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a t  t h e  e n d s  of  
t h e  b o d y  i n t o  E q .  7, t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  i s  g i v e n  by :
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(8)
I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  r a t i o  of  t h e  s e c o n d  t e r m  in E q .  8 t o  t h e  f i r s t
t e r m ,  a t  w o r s e ,  g o e s  a s  t h e  w a v e  s t e e p n e s s  A/λ. T h e r e f o r e  f o r  s m a l l
a m p l i t u d e  w a v e s  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  r e d u c e s  to :
(9)
I t  i s  c o n v e n i e n t  n o w  to  d e f i n e  a n  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  a n d  a n  
a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  a c c e l e r a t i o n  a s  b e i n g  t h e  a v e r a g e  of  t h e  t o t a l  
v e l o c i t y  a n d  a c c e l e r a t i o n  o v e r  t h e  w e t t e d  s u r f a c e ,  i .  e . , :
(10a)
(10b)
A f t e r  s u b s t i t u t i n g  E q .  3 a n d  i t s  d e r i v a t i v e  i n t o  E q s .  10 a  a n d  10b 
r e s p e c t i v e l y  t h e  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  a n d  a c c e l e r a t i o n  
b e  c o m e :
(11a)
(11b)
A f t e r  s u b s t i t u t i n g  E q .  11b  i n t o  E q .  9, t h e  l a t t e r  r e d u c e s  to  t h e  s i m p l e  
e x p r e s s i o n :
(12)
w h e r e i n  M  = 2 ρL B D , t h e  m a s s  o f  t h e  f l u i d  d i s p l a c e d  b y  t h e  f l o a t i n g  b o d y .
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T h i s  s a m e  r e s u l t  c o u l d  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  in  a  m u c h  s i m p l e r  w a y  f r o m  
c l a s s i c a l  h y d r o d y n a m i c  t h e o r y ,  s i n c e  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  i s  t h e  f o r c e  
e x e r t e d  on  t h e  b o d y  b y  t h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  w h i c h  e x i s t s  i n  t h e  a b s e n c e  
of  t h e  b o d y .  T h e  p r e s s u r e  g r a d i e n t  i n  t h e  h o r i z o n t a l  d i r e c t i o n  r e s u l t i n g  
f r o m  t h e  l o c a l  a c c e l e r a t i o n  ( n e g l e c t i n g  c o n v e c t i v e  a c c e l e r a t i o n s  w h i c h  
i s  c o m p a t i b l e  w i t h  s m a l l  a m p l i t u d e  w a v e  a s s u m p t i o n s )  i s  g i v e n  b y  t h e  
e q u a t i o n  of  m o t i o n :
(13)
T h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  i s  t h e n :
S i n c e  t h i s  i n t e g r a l  i s  t h e  a v e r a g e  o f  t h e  w a t e r  p a r t i c l e  a c c e l e r a t i o n  o v e r  
t h e  v o l u m e ,  i t  r e d u c e s  to :
w h i c h  i s  i d e n t i c a l  to  E q .  12. I t  i s  i n t e r e s t i n g  a t  t h i s  p o i n t  t o  r e d u c e
 E q .  9 t o  t h e  c a s e  o f  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  (d/λ < 1/20)· In  t h i s  c a s e  t h e  n e t  
p r e s s u r e  f o r c e  r e d u c e s  to :
(14)
T h e  m a x i m u m  w a v e  s l o p e  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e ,  f r o m  E q .  1 , f o r  s h a l l o w  
w a t e r  w a v e s  i s :
(15)
o r  a t  t h e  c e n t e r  o f  t h e  b o d y  ( x  = 0) t h e  s l o p e  i s :
(16)
T h e r e f o r e ,  f o r  t h e  c a s e  o f  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  
b e c o m e s :
(17)
16
o r  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  b o d y  w e i g h t  c a u s i n g  t h e  b o d y  to  " s l i d e "  d o w n  t h e  
w a v e  f a c e .  H e n c e ,  t h e  m o o r e d  s y s t e m  a n a l o g y  p r o p o s e d  b y  K i l n e r  (7) 
c o n s i s t i n g  o f  t h e  t i l t i n g  p l a n k  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  1 . 2  i s  v a l i d  o n l y  f o r  
a  s h a l l o w  w a t e r  w a v e  s y s t e m .
T h e  t e r m  F i in  E q .  4 i s  a n  i n e r t i a l  f o r c e  w h i c h  c o m e s  a b o u t  d u e  to  
t h e  u n s t e a d y  n a t u r e  of  t h e  p r o b l e m  a n d  t h e  a c c e l e r a t i o n  o r  d e c e l e r a t i o n  
o f  s o m e  m a s s  o f  f l u i d  i n  a d d i t i o n  to  t h e  b o d y .  I t  i s  t h e  p r o d u c t  of  t h e  
a d d e d  m a s s  o r  h y d r o d y n a m i c  m a s s  of  t h e  f l o a t i n g  b o d y  i n  t h e  x - d i r e c t i o n ,  
M x , a n d  t h e  r e l a t i v e  b o d y  a c c e l e r a t i o n .  T h i s  t e r m ,  s i m i l a r  to  t h e  d r a g  
t e r m  F d , i s  b o t h  a  d r i v i n g  f o r c e  a n d  a  r e s t o r i n g  f o r c e  a n d  i s  e x p r e s s e d  
a s :
(18)
I t  i s  a s s u m e d  t h a t  t h e  w a t e r  p a r t i c l e  a c c e l e r a t i o n  w h i c h  w o u l d  b e  a s s o ­
c i a t e d  w i t h  t h e  h y d r o d y n a m i c  m a s s  i n  s u r g e ,  M x , i s  a n  a v e r a g e  
a c c e l e r a t i o n  g i v e n  b y  E q s .  10b a n d  11b.
In  a  s i m i l a r  w a y  t h e  v i s c o u s  d r a g  t e r m  F d i n  E q .  4 i s  e x p r e s s e d  
in  t e r m s  o f  t h e  r e l a t i v e  b o d y  v e l o c i t y .  T h i s  i s  g i v e n  by :
(19)
w h e r e  C D_x i s  a  d r a g  c o e f f i c i e n t  f o r  t h e  b o d y  in  s u r g e .  T h e  a b s o l u t e  
v a l u e  o f  ( U - x )  a l l o w s  t h e  d r a g  f o r c e  t o  p e r i o d i c a l l y  r e v e r s e  d i r e c t i o n .
T h e  r e s t o r i n g  f o r c e  F r  c a n  t a k e  o n  v a r i o u s  f o r m s  d e p e n d i n g  on  t h e  
t y p e  of  m o o r i n g  s y s t e m  u s e d .  W i l s o n  (3) h a s  s u g g e s t e d  t h a t  f o r  s h i p  
m o o r i n g  s y s t e m s  t h i s  f o r c e  i s  o f  t h e  f o r m :
(20)
w h e r e  C i s  a  c o n s t a n t  a n d  t h e  m i n u s  s i g n  i n d i c a t e s  t h a t  t h e  m o o r i n g  
f o r c e  a c t s  i n  a  d i r e c t i o n  o p p o s i t e  to  t h e  d i r e c t i o n  of  m o t i o n .
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A f t e r  s u b s t i t u t i n g  E q s .  12,  18, 19 a n d  20 i n t o  E q .  4 ,  t h e  e q u a t i o n  
o f  m o t i o n  of  t h e  b o d y  in  s u r g e  b e c o m e s :
(21)
A f t e r  d e f i n i n g  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  C M. a s :
E q .  21 r e d u c e s  to :
(22)
E q .  22 i s  n o n - l i n e a r  b y  v i r t u e  of  t h e  d r a g  f o r c e  a n d  t h e  r e s t o r i n g  f o r c e  
t e r m s .  In  o r d e r  t o  o b t a i n  s o l u t i o n s  f o r  t h e  c a s e  o f  a  n o n - l i n e a r  m o o r i n g  
l i n e  f o r c e  W i l s o n  (4) a n d  K i l n e r  (7) h a v e  n e g l e c t e d  t h e  v i s c o u s  d r a g  
r e l a t i v e  t o  t h e  i n e r t i a  t e r m s  a n d  h a v e  t h e n  o b t a i n e d  a  s o l u t i o n  to  t h e  
r e d u c e d  e x p r e s s i o n .
O u r  i n t e r e s t s  i n  t h e  i n i t i a l  p h a s e s  of  t h i s  s t u d y  w e r e  d i r e c t e d  m o r e  
t o w a r d  d e t e r m i n i n g  t h e  a p p l i c a b i l i t y  o f  t h i s  g e n e r a l  a p p r o a c h  to  t h e  
s m a l l - c r a f t  p r o b l e m  w h e r e  v i s c o u s  f o r c e s  m a y  b e  i m p o r t a n t  a n d  w h e r e  
a  f u l l  r a n g e  o f  d e p t h  t o  w a v e  l e n g t h  a n d  b o d y  l e n g t h  t o  w a v e  l e n g t h  r a t i o s  
a r e  e n c o u n t e r e d .  T h e r e f o r e ,  i t  w a s  c o n s i d e r e d  r e a s o n a b l e  i n  t h e  e x p e r i ­
m e n t a l  p h a s e s  t o  l i m i t  o u r s e l v e s  i n i t i a l l y  t o  t h e  c a s e  o f  a  l i n e a r  r e ­
s t o r i n g  f o r c e  (n = 1 ), a n d  t h e  f o l l o w i n g  d i s c u s s i o n  of  E q .  22 i s  t h e n  
l i m i t e d  t o  t h e  s i m p l e  l i n e a r  m o o r i n g  f o r c e  p r o b l e m  w h e r e  C i s  t h e  
s p r i n g  c o n s t a n t .
T o  s i m p l i f y  t h e  p r o b l e m  f u r t h e r  t h e  d r a g  t e r m  i s  l i n e a r i z e d  by  
i n c o r p o r a t i n g  a n  e f f e c t  o f  t h e  r e l a t i v e  v e l o c i t y  i n  a  d r a g  c o e f f i c i e n t  
r e d e f i n e d  n o w  a s E q .  22  n o w  b e c o m e s :
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(23)
o r (24a)
w h e r e :
(24b)
(24c)
T h e  s o l u t i o n  to  E q .  2 4 a  i s  o b t a i n e d  in  a  s t r a i g h t f o r w a r d  m a n n e r  by  
a s s u m i n g  a  s o l u t i o n  of  t h e  f o r m :
(25)
w i t h  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t y  a n d  a c c e l e r a t i o n  d e f i n e d  b y  E q s .  11a  a n d  11b 
o r  i n  s i m p l i f i e d  n o t a t i o n  b y ,
(26a)
(26b)
w h e r e : (26c)
T h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  to  E q .  2 4 a  in  t h e  f o r m  of  t h e  r a t i o  of  t h e  s u r g e  
a m p l i t u d e  x  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  A i s  t h e n  g i v e n  a s :
(27)
w h e r e  t h e  p h a s e  a n g l e  φ i s  d e f i n e d  by :
(28)
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T h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  r e s p o n s e  of  t h e  b o d y  i n  s u r g e  ( E q .  27)  c a n  i n  e f f e c t  
b e  d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s .  T h e  f i r s t  p a r t  i s  t h e  w a v e  f u n c t i o n  c o e f f i c i e n t  
( δ / Α σ 2) w h i c h  i s  r e p r e s e n t a t i v e  of  t h e  f o r c i n g  f u n c t i o n  a s  e m b o d i e d  i n  
t h e  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  a c c e l e r a t i o n  a n d  t h e  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  
v e l o c i t y ,  i. e .  t h e  r i g h t  s i d e  of  E q .  2 4 a .  T h e  o t h e r  p o r t i o n  o f  t h e  s o l u t i o n  
i s  t h e  r e s p o n s e  f u n c t i o n  of  t h e  b o d y ,  i .  e . , t h e  s e c o n d  b r a c k e t e d  t e r m  in  
E q .  27.
I t  i s  i n t e r e s t i n g  a t  t h i s  p o i n t  t o  l o o k  i n  d e t a i l  a t  t h e  w a v e  f u n c t i o n  
c o e f f i c i e n t  a n d  t h e  o v e r a l l  r e s p o n s e  a n d  to  i n v e s t i g a t e  t h e  v a r i a t i o n  of  
t h e s e  q u a n t i t i e s  w i t h  s m a l l  a n d  l a r g e  r a t i o s  o f  d e p t h  t o  w a v e  l e n g t h ,  i .  e . , 
f o r  s h a l l o w  w a t e r  a n d  d e e p  w a t e r  w a v e s  r e s p e c t i v e l y .  I t  c a n  b e  s h o w n  
t h a t  a s  t h e  w a v e  l e n g t h  b e c o m e s  l a r g e  r e l a t i v e  t o  d e p t h  a n d  t h e  d i m e n ­
s i o n s  of  t h e  s y s t e m ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  c o e f f i c i e n t  δ / Α σ 2 t e n d s  t o  b / d  
( th e  r a t i o  of  t h e  d i s t a n c e  i n  t h e  x - d i r e c t i o n  of  t h e  c e n t e r  o f  t h e  b o d y  f r o m  
t h e  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  t o  t h e  d e p t h )  a n d  f o r  t h e  c a s e  of  z e r o  d a m p i n g ,  the  
r e s p o n s e  X / A  a s  g i v e n  b y  E q .  27 t e n d s  to :
H e n c e ,  a s  t h e  r a t i o  σ / ω  (o r  τ / Τ  w h e r e  τ i s  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  o f  t h e  b o d y
a n d  T i s  t h e  w a v e  p e r i o d )  g o e s  t o  z e r o ,  i .  e . , t h e  w a v e  p e r i o d  b e c o m e s
v e r y  l a r g e ,  t h e  b o d y  d i s p l a c e m e n t  g o e s  t o  z e r o .  P h y s i c a l l y  t h i s  c a n  b e
e x p l a i n e d  b y  r e f e r r i n g  t o  E q s .  24 ,  a n d  26b .  F o r  t h e  u n d a m p e d  c a s e ,  a s
t h e  w a v e  l e n g t h  b e c o m e s  l o n g  c o m p a r e d  to  t h e  s y s t e m  d i m e n s i o n s  t h e
   a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  a c c e l e r a t i o n  U t e n d s  t o  A σ 2 b / d  o r  A/λ b/λ ( 2 π )2 g.
 
T h e r e f o r e ,  U t e n d s  t o  z e r o  f o r  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  w h i c h  h a v e  a  l a r g e  
w a v e  l e n g t h  c o m p a r e d  to  t h e  a m p l i t u d e  A a n d / o r  t h e  d i s t a n c e  b ,  a n d  t h e
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d r i v i n g  f o r c e  g o e s  t o  z e r o .  T h i s  m a y  b e  s e e n  i n  a n o t h e r  w a y .  S i n c e  t h e
Ů t e r m  i n  E q .  24 a r i s e s  f r o m  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e ,  f o r  v e r y  l o n g  w a v e s ,  
f r o m  E q .  17 ,  t h e  w a v e  s l o p e  a n d  h e n c e  t h e  d r i v i n g  f o r c e  t e n d s  t o  z e r o .
F o r  t h e  c a s e  w i t h  d a m p i n g ,  t h e  v i s c o u s  d r a g  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  
w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  i s  a  d r i v i n g  f o r c e  a n d  i t s  m a g n i t u d e  t h e r e f o r e  
i s  d e p e n d e n t  u p o n  t h e  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  U.  I t  c a n  b e  s h o w n  
t h a t  f o r  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s :
T h e r e f o r e ,  a s  τ / T  g o e s  t o  z e r o  f o r  a  g i v e n  m o o r i n g  s y s t e m ,  U a l s o  
t e n d s  t o  z e r o  a l o n g  w i t h  Ů a n d  a g a i n  t h e r e  i s  no  f o r c i n g  f u n c t i o n  t o  a c t  on 
t h e  b o d y  a n d  t h e  r e s p o n s e  X/A t e n d s  t o  z e r o .  P h y s i c a l l y  t h i s  i s  t h e  c a s e  
o f  a  w a v e  l e n g t h  a p p r o a c h i n g  i n f i n i t y  a n d  s i m p l y  a  r i s i n g  of  t h e  w a t e r  
l e v e l  a s s o c i a t e d  w i t h  i n f i n i t e s i m a l  h o r i z o n t a l  v e l o c i t i e s .
F o r  d e e p  w a t e r  w a v e s  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e  w a v e  f u n c t i o n  t e n d s  
to
S i n c e  t h i s  l i m i t  d e p e n d s  o n  t h e  v a l u e  of  τ / Τ  ( w h i c h  i n  t u r n  d e p e n d s  o n  t h e  
v a l u e  o f  T a l o n e  f o r  a  g i v e n  v a l u e  o f  τ ), w h e n  t h e  w a v e s  b e c o m e  d e e p  
w a t e r  w a v e s ,  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  w a v e  f u n c t i o n  m a y  o r  m a y  n o t  b e  s m a l l .  
H e n c e ,  o n e  c a n n o t  p r e d i c t  t h e  v a l u e  of  t h e  r e s p o n s e  f u n c t i o n  f o r  d e e p  
w a t e r  w a v e s .  T h i s  w i l l  b e  s e e n  m o r e  c l e a r l y  i n  t h e  s e c t i o n  d e s c r i b i n g  
t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s .
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T h e  g e n e r a l  s h a p e  of  t h e  w a v e  f u n c t i o n  c o e f f i c i e n t  ( δ / Α σ 2 ) m a y  b e  
s e e n  b y  o b s e r v i n g  t h e  v a r i a t i o n  of  a  q u a n t i t y  a  d e f i n e d  a s ,
(29)
F o r  a  g i v e n  w a v e  n u m b e r ,  E q .  29 s h o w s  h o w  t h e  m o d i f i e d  w a v e  f u n c t i o n  
c h a n g e s  w i t h  i n c r e a s i n g  d r a f t .  T h e  v a r i a t i o n  o f  t h i s  q u a n t i t y  α  w i t h  k d  
a n d  k D  i s  s h o w n  i n  F i g .  2. T h e  c u r v e s  a r e  s h o w n  o n l y  f o r  v a l u e s  of  
k d  ≥ k D  w h i c h ,  of  c o u r s e ,  i s  t h e  p r a c t i c a l  s i t u a t i o n .  T h e s e  c u r v e s  s h o w  
w h a t  a t  f i r s t  a p p e a r s  t o  b e  a  s u r p r i s i n g  v a r i a t i o n ,  i .  e . , t h e  v a l u e  of  a  
d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  d r a f t  f o r  a  p a r t i c u l a r  d e p t h  t o  w a v e  l e n g t h  
r a t i o .  U p o n  r e f l e c t i o n ,  h o w e v e r ,  t h i s  i s  n o t  r e a l l y  t h a t  s u r p r i s i n g  s i n c e  
t h e  v a r i a t i o n  of  α  w i t h  d r a f t  f o r  a  g i v e n  w a v e  n u m b e r  i s  d i r e c t l y  p r o p o r ­
t i o n a l  t o  t h e  v a r i a t i o n  o f  a v e r a g e  v e l o c i t y  U a n d  a v e r a g e  a c c e l e r a t i o n  Ů 
w i t h  d r a f t .  F r o m  E q .  29 i t  i s  s e e n  t h a t  f o r  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  a  i s  
i n d e p e n d e n t  of  d r a f t  s i n c e  t h e  a c t u a l  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t i e s  a n d  a c c e l ­
e r a t i o n s  a r e  u n i f o r m  o v e r  t h e  d e p t h .  F o r  d e p t h  t o  w a v e  l e n g t h  r a t i o s  
d i f f e r e n t  f r o m  s h a l l o w  w a t e r  t h e  v e l o c i t i e s  a n d  a c c e l e r a t i o n s  d e c r e a s e  
w i t h  d e p t h ,  a n d  f o r  a  g i v e n  w a v e  n u m b e r  t h e  a v e r a g e  v e l o c i t i e s  a n d  
a c c e l e r a t i o n s  d e f i n e d  b y  E q s .  1 0 a  a n d  10b  w o u l d  t h e n  h a v e  to  d e c r e a s e  
w i t h  i n c r e a s i n g  d r a f t .  F o r  d e e p  w a t e r  w a v e s  a n d  f o r  a  g i v e n  d r a f t  t h i s  
q u a n t i t y  i s  e s s e n t i a l l y  c o n s t a n t  f o r  s m a l l  d r a f t  t o  d e p t h  r a t i o s .  T h i s  
a l s o  i s  t o  b e  e x p e c t e d ,  s i n c e  a n  i n c r e a s e  i n  d e p t h  w i l l  n o t  s i g n i f i c a n t l y  
e f f e c t  e i t h e r  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  o r  a c c e l e r a t i o n  
w i t h  d e p t h .
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F i g .  2. V a r i a t i o n  o f  M o d i f i e d  W a v e  F u n c t i o n ,  α , w i t h  
W a v e  N u m b e r ,  D r a f t ,  a n d  D e p t h
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T h e  v a r i a t i o n  of  t h e  w a v e  f u n c t i o n  δ / Α σ 2 w i t h  r e l a t i v e  p e r i o d  τ / T  
i s  s h o w n  i n  F i g .  3 f o r  t h e  s y s t e m  d i m e n s i o n s  a n d  b o d y  c h a r a c t e r i s t i c s  
i n d i c a t e d .  A s  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y  t h i s  q u a n t i t y  a p p r o a c h e s  b / d  (in 
t h i s  c a s e  3. 0) a s  τ / T  t e n d s  to  z e r o .  T h e  f u n c t i o n  g o e s  t o  z e r o  a t  v a l u e s  
of  τ / T  of  1 . 3 6 ,  2. 19,  a n d  2. 72 f o r  t h e  r a n g e  s h o w n .  T h e s e  a r e  t h e  
f i r s t  t h r e e  z e r o s  of s i n  kb  a n d  t h e  l a s t  f i g u r e  i s  a l s o  t h e  f i r s t  z e r o  of  
s i n  k L ,  a n d  i n d i c a t e  v a l u e s  of  τ/ T  w h e r e  f o r  a  p a r t i c u l a r  c o n f i g u r a t i o n  
t h e r e  i s  no  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  o r  v i s c o u s  d r a g  on  t h e  b o d y .  In  o t h e r  
w o r d s  a n  a n t i n o d e  of  t h e  s t a n d i n g  w a v e  o c c u r s  a t  t h e  c e n t e r  of  t h e  
m o o r e d  b o d y  d u e  to  i t s  l o c a t i o n  w i t h  r e s p e c t  to  t h e  r e f l e c t i n g  w a l l  o f  
t h e  b a s i n  a n d  t h e  b o d y  l e n g t h .
A s e t  of  t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e s  p l o t t e d  a s  X / A  v s  τ / T  ( r a t i o
of  t h e  m a x i m u m  s u r g e  a m p l i t u d e  to  t h e  m a x i m u m  w a v e  a m p l i t u d e  a s  a
f u n c t i o n  of  t h e  r a t i o  o f  b o d y  p e r i o d  to  w a v e  p e r i o d )  f o r  c o n s t a n t  d a m p i n g
r a t i o s  βx / ω ,  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  4 f o r  t h e  s a m e  s y s t e m  d i m e n s i o n s  
a n d  b o d y  c h a r a c t e r i s t i c s  a s  u s e d  in  F i g .  3. T h e s e  c u r v e s  a r e  g i v e n  in  
t h i s  s e c t i o n  o n l y  to  s h o w  t h e  g e n e r a l  s h a p e  o f  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  a n d  
t h e  e f f e c t  of  f r i c t i o n  on  t h e  b o d y  r e s p o n s e .  I t  i s  s e e n  t h a t  w h e r e  t h e  
w a v e  f u n c t i o n  g o e s  to  z e r o  t h e  b o d y  r e s p o n s e  i n  s u r g e  b e c o m e s  z e r o  
a n d  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e s e  z e r o s  i s  n o t  a f f e c t e d  b y  e n e r g y  d i s s i p a t i o n .
T h e  " o s c i l l a t i o n s "  in  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  a r e  c a u s e d  b y  t h e  t r i g o n o m e t r i c  
t e r m s  in  E q .  26 c  a n d  t e n d  to  a p p r o a c h  z e r o  a s  τ / T  i n c r e a s e s .  T h i s  
e f f e c t  i s  a  c o m b i n a t i o n  o f  b o t h  t h e  v a r i a t i o n  of  t h e  w a v e  f u n c t i o n  a n d  
t h e  d y n a m i c  p o r t i o n  of  E q .  27 w i t h  τ / T .  In  a d d i t i o n  i t  i s  s e e n  t h a t  a s  
t h e  d i s s i p a t i o n  f u n c t i o n  βx / ω  i n c r e a s e s  t h e  r e l a t i v e  r e s o n a n t  p e r i o d  of 
t h e  b o d y ,  τ / T ,  b e c o m e s  s m a l l e r .  S i n c e  t h e  n o r m a l i z i n g  p e r i o d  τ i s  t h e
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F i g .  3. V a r i a t i o n  o f  W a v e  F u n c t i o n  w i t h  R e l a t i v e  P e r i o d ,  τ / T
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F i g .  4.  T h e o r e t i c a l  R e s p o n s e  C u r v e  S i n g l e  M o o r e d  B o d y
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u n d a m p e d  n a t u r a l  p e r i o d ,  t h i s  m e a n s  t h a t  t h e  r e s o n a n t  p e r i o d  o f  t h e  
b o d y  i s  i n c r e a s e d  w i t h  i n c r e a s e d  d a m p i n g ;  t h e  s a m e  a s  w i t h  i t s  
m e c h a n i c a l  a n a l o g u e ,  t h e  s i n g l e  d e g r e e  of  f r e e d o m  o s c i l l a t o r .  N e a r  
r e s o n a n c e ,  t h e  r e s p o n s e  of  t h e  s y s t e m  d e c r e a s e s  a s  t h e  d a m p i n g  i n -  
c r e a s e s .  H o w e v e r  n e a r  τ / T  = 0 t h e  r e s p o n s e  a c t u a l l y  i n c r e a s e s  w i t h  
i n c r e a s i n g  d a m p i n g .  In  t h i s  r e g i o n  t h e  v i s c o u s  e f f e c t s  b e c o m e  i m p o r ­
t a n t  a s  a  d r i v i n g  f o r c e  a s  s e e n  in  E q .  24.  A c t u a l l y  f o r  v e r y  l a r g e
v a l u e s  o f  βx /ω  t h e  r e s p o n s e  i n c r e a s e s  a t  r e s o n a n c e  w i t h  i n c r e a s e d  
d a m p i n g .  T h e  g e n e r a l  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  a n d  a 
m o r e  p h y s i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  c o e f f i c i e n t  βx / ω  w i l l  be d i s c u s s e d  m o r e  
f u l l y  in  S e c t i o n s  4.  3. 3 a n d  4.1  r e s p e c t i v e l y .
2 . 2  C o u p l e d  B o d y  M o t i o n  in  S u r g e
In o r d e r  to  i n v e s t i g a t e  a  m o o r i n g  a r r a n g e m e n t  t h a t  i s  s o m e w h a t  
c l o s e r  to  t h e  m a r i n a  p r o b l e m  t h a n  t h e  s i n g l e  m o o r e d  b o d y ,  t h e  p r o b l e m  
of  t h e  s u r g e  m o t i o n s  of  c o u p l e d  b o d i e s  w a s  s t u d i e d  a n a l y t i c a l l y .  In t h i s  
s y s t e m  t h e  s m a l l  c r a f t  i s  m o o r e d  to  a  f l o a t i n g  p l a t f o r m  w h i c h  i s  in  t u r n  
m o o r e d  to  a  f i x e d  s u p p o r t .  A d m i t t e d l y  t h i s  i s  a  h i g h l y  i d e a l i z e d  m o o r i n g  
s y s t e m ;  h o w e v e r ,  i t  w a s  f e l t  t h a t  s o m e  of  t h e  p r o b l e m s  a s s o c i a t e d  w i th  
c o u p l e d  m o o r i n g  s y s t e m s  c o u l d  b e  e f f e c t i v e l y  i n v e s t i g a t e d  in  t h i s  w a y .
A s c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  of  t h i s  c o u p l e d  b o d y  s y s t e m  i s  s h o w n  in  
F i g .  5. S u b s c r i p t s  1 r e f e r  t o  t h e  b o d y  m o o r e d  to  a  f i x e d  s u p p o r t  a n d  
s u b s c r i p t  2 r e f e r  t o  t h e  b o d y  w h i c h  i s  m o o r e d  to  B o d y  1 . In  t h i s  
a n a l y s i s  i t  i s  a s s u m e d  t h a t  b o t h  b o d i e s  a r e  n e u t r a l l y  b u o y a n t ,  o n l y  
m o v e m e n t  i n  t h e  d i r e c t i o n  o f  w a v e  p r o p a g a t i o n  i s  p o s s i b l e ,  a n d  t h a t  
t h e  m o o r i n g  s y s t e m  c o n s i s t s  of  l i n e a r  s p r i n g s .  In  a d d i t i o n  i t  i s  
a s s u m e d  t h a t  t h e r e  i s  n o  i n t e r f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  b o d i e s .  In  o t h e r
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F i g .  5. D e f i n i t i o n  S k e t c h  of  C o u p l e d  B o d y  S y s t e m
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w o r d s  h y d r o d y n a m i c  q u a n t i t i e s  s u c h  a s  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  a n d  t h e  a d d e d  
m a s s  o f  o n e  b o d y  a r e  n o t  a f f e c t e d  b y  t h e  o t h e r  b o d y .  T h e  e q u a t i o n s  of  
m o t i o n  c a n  t h e n  b e  w r i t t e n  d i r e c t l y  f r o m  E q .  22.
B o d y  1
(30)
B o d y  2
(31)
A f t e r  l i n e a r i z i n g  t h e  d r a g  t e r m s ,  u s i n g  t h e  n o t a t i o n  of  E q .  22 f o r  
t h e  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  v e l o c i t y  a n d  t h e  a v e r a g e  w a t e r  p a r t i c l e  
a c c e l e r a t i o n ,  E q s .  30 a n d  31 b e c o m e :
(32)
a n d
(33)
w h e r e :
F r o m  E q .  33 a n  e x p r e s s i o n  f o r  x1 c a n  b e  o b t a i n e d  i n  t e r m s  o f  x 2 a n d  
U 2 a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  a n d  t h e n  t h i s  c a n  b e  d i f f e r e n t i a t e d  t o  g e t  x1 a n d  
x 1 . S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p r e s s i o n s  i n t o  E q .  32 g i v e s  a  f o u r t h  o r d e r
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l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  in  x 2 in  t e r m s  o f  k n o w n  p a r a m e t e r s .  
A s s u m i n g  s o l u t i o n s  f o r  x1 a n d  x 2 of  t h e  f o r m
(34)
w h e r e
a n d
(35)
w h e r e
T h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  t h e  c o e f f i c i e n t s  E ,  F ,  L ,  a n d  
J  u s i n g  t h e  n o t a t i o n :
F o r  s i m p l i c i t y  t h e  s u b s c r i p t  x  h a s  n o t  b e e n  u s e d  in  t h e  d a m p i n g  c o ­
e f f i c i e n t s  a b o v e ;  h o w e v e r ,  i t  i s  e v i d e n t  f r o m  E q s .  30 a n d  31 t h a t  o n l y  
m o t i o n s  in  t h e  x - d i r e c t i o n s  a r e  b e i n g  c o n s i d e r e d .
(36a)
30
(36b)
(36c)
(36d)
T h e  f o r m  of  t h e  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  X1/A a n d  X2/A c a n n o t  b e  v i e w e d
a s  s i m p l y  a s  f o r  t h e  s i n g l e  b o d y  s y s t e m  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y .  T h e r e ­
f o r e ,  f o r  t h i s  c a s e  s o m e  g e n e r a l  c o m m e n t s  w i l l  b e  m a d e  a n d  e x a m p l e s  
o f  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  f o r  a  s p e c i f i c  c o n f i g u r a t i o n .
T o  s i m p l i f y  E q s .  36 t h e  c a s e  o f  z e r o  d a m p i n g  i s  c o n s i d e r e d  f i r s t .  
F o r  t h i s  c a s e ,  a  = p = 0,  t h e  c o n d i t i o n  f o r  r e s o n a n c e  i s  t h a t  t h e  c o ­
e f f i c i e n t  E  m u s t  b e c o m e  i n f i n i t e  s i n c e  F  = J  =  0 a n d  L  i s  d i r e c t l y  p r o ­
p o r t i o n a l  t o  E .  T h i s  c a n  o c c u r  if:
(37)
H e n c e  t h e  c r i t e r i o n  f o r  r e s o n a n c e  i s :
(38)
w h i c h  l e a d s  t o  tw o  n o n - n e g a t i v e  r o o t s .  F o r  t h e  c a s e  of  tw o  i d e n t i c a l  
b o d i e s  m o o r e d  in  a n  i d e n t i c a l  f a s h i o n  c = m  = 1, o n e  o b t a i n s  τ2/T = 1 . 6 2  
a n d  0 . 6 1 8  f o r  t h e  f i r s t  a n d  s e c o n d  m o d e  of  o s c i l l a t i o n  r e s p e c t i v e l y .
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T h e s e  v a l u e s  of  t h e  r e l a t i v e  r e s o n a n t  p e r i o d s  a r e  s h o w n  in  t h e  
t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e  f o r  t h e  u n d a m p e d  s y s t e m  p r e s e n t e d  in  F i g .
6 a .  T w o  c u r v e s  a r e  p r e s e n t e d ,  o n e  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  s u r g e  of  
B o d y  1 r e l a t i v e  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  ( X 1 / A )  a s  a  f u n c t i o n  of τ 2 / Τ  a n d  
a  s i m i l a r  c u r v e  f o r  B o d y  2. T h e s e  c u r v e s  a r e  f o r  i d e n t i c a l  b o d i e s  a n d  
m o o r i n g  s y s t e m s  a n d  t h e  p a r t i c u l a r  c o n d i t i o n s  c h o s e n  a r e  i n d i c a t e d  on  
t h e  f i g u r e .  T h e  t w o  r e s o n a n t  s p i k e s  a r e  s e e n  f o r  t h e  r e s p o n s e  of  e a c h  
b o d y ,  b u t  f o r  t h e  s a m e  b o d i e s  a n d  t h e  s a m e  f o r c i n g  f u n c t i o n  t h e  r e s p o n s e  
a t  p a r t i c u l a r  w a v e  p e r i o d s  c a n  d i f f e r  by  m o r e  t h a n  a  f a c t o r  of t w o .  It 
a p p e a r s  t h a t  t h e  f i r s t  r e s o n a n t  p e a k  i s  s t r o n g e s t  f o r  t h e  o u t b o a r d  b o d y  
(B o d y  2) a n d  t h e  s e c o n d  s p i k e  i s  s t r o n g e s t  f o r  t h e  i n b o a r d  b o d y  (Body  1). 
T h e s e  d i f f e r e n c e s  a r e  t o  b e  e x p e c t e d  s i n c e  f o r  t h e  s a m e  s p r i n g s  t h e  
r e s t r a i n i n g  f o r c e s  on  t h e  t w o  b o d i e s  a r e  d i f f e r e n t .  In  F i g .  6b  t h e  w a v e  
c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  s h o w n  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r e l a t i v e  p e r i o d  
(τ 2 / T ) .  F o r  t h e  c a s e  c h o s e n  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  o f  F i g .  6 a  i s  e s s e n t i a l l y  
f o r  t h e  r e g i o n  b e t w e e n  s h a l l o w  w a t e r  a n d  d e e p  w a t e r  w a v e s .  T h e s e  
c u r v e s  a r e  p r e s e n t e d  s i m p l y  to  h e l p  t h e  r e a d e r  r e l a t e  s o m e  i m p o r t a n t  
w a v e  l e n g t h  c h a r a c t e r i s t i c s  to  t h e  r e l a t i v e  p e r i o d  p a r a m e t e r ,  τ 2/ T .
R e s p o n s e  c u r v e s  f o r  t h e  s a m e  b o d y  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  p r e s e n t e d  in  
F i g s .  7 a  a n d  7b f o r  d i f f e r e n t  d e g r e e s  o f  d a m p i n g  (β1/ω1 = β2/ω2 = 0 . 1 ,  0 . 5 ) .
T h e  s a m e  s h i f t  o f  t h e  r e s o n a n t  w a v e  p e r i o d  to  l a r g e r  p e r i o d s  w i t h  i n ­
c r e a s i n g  d a m p i n g  i s  s e e n  a s  w a s  o b s e r v e d  f o r  t h e  s i n g l e  m o o r e d  b o d y .
In  t h e s e  f i g u r e s  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  r e s p o n s e  of  t h e  t w o  b o d i e s  f o r  t h e  
s a m e  f o r c i n g  f u n c t i o n  i s  e v e n  m o r e  a p p a r e n t .  A g a i n  i t  i s  s e e n  t h a t  
v i s c o u s  f o r c e s  a r e  p r e s e n t  a s  a  d r i v i n g  f o r c e  in  t h e  s y s t e m  a s  w e l l  a s  
a  d i s s i p a t i v e  f o r c e .
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F i g .  6 a .  U n d a m p e d  R e s p o n s e  C u r v e  C o u p l e d  B o d y  S y s t e m
F i g .  6b .  G e n e r a l  C h a r a c t e r i s t i c s  of  W a v e  S y s t e m
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F i g .  7 a .  T h e o r e t i c a l  R e s p o n s e  C u r v e  o f  C o u p l e d  B o d y  S y s t e m
β1/ω = β2/ω =  0 . 1
 
F i g .  7b .  T h e o r e t i c a l  R e s p o n s e  C u r v e  of  C o u p l e d  B o d y  S y s t e m
β1/ω = β2/ω =  0 . 5
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T h e  v a r i a t i o n  of  t h e  r e l a t i v e  r e s p o n s e  o f  t h e  t w o  b o d i e s  f o r  t h e  s a m e  
f o r c i n g  f u n c t i o n  ( X 1 / X 2 ) a s  a  f u n c t i o n  o f  r e l a t i v e  p e r i o d  τ 2/ T )  i s  s h o w n  in  
F i g .  8 f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t .  I t  i s  s e e n  t h a t  i n d e ­
p e n d e n t  of  t h e  d a m p i n g  t h e  m o t i o n s  o f  t h e  b o d i e s  a r e  t h e  s a m e  a t  τ 2 / T  = 1 .5 8 5 .  
F o r  w a v e  p e r i o d s  g r e a t e r  t h a n  t h i s  t h e  m o t i o n s  of  t h e  o u t b o a r d  b o d y  a r e  
g r e a t e r  t h a n  t h o s e  o f  t h e  i n b o a r d  b o d y  a n d  t h e  r e v e r s e  i s  t r u e  f o r  w a v e  
p e r i o d s  l e s s  t h a n  t h i s  v a l u e .  I t  a p p e a r s  t h a t  no  s i m p l e  p h y s i c a l  s i g n i f i ­
c a n c e  c a n  b e  a t t a c h e d  to  t h e  v a l u e  o f  τ 2/ T w h e r e  X 1 / X 2 = 1, o t h e r  t h a n
to  s a y  t h a t  t h i s  i s  t h e  w a v e  p e r i o d  w h e n  f o r  t h e  p a r t i c u l a r  b o d y  a n d  
m o o r i n g  s y s t e m  c h a r a c t e r i s t i c s  t h e  m a g n i t u d e  of  t h e  s u r g e  i s  t h e  s a m e  
f o r  b o t h  b o d i e s .  H o w e v e r  i t  i s  a p p a r e n t  f r o m  E q s .  34 ,  35 ,  a n d  36 a t  
l e a s t  f o r  t h e  i n v i s c i d  c a s e  t h a t  i n d e p e n d e n t  of  t h e  b o d y  d i m e n s i o n s  a n d  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  m o o r i n g  s y s t e m  t h e r e  i s  o n e  v a l u e  of  τ 2 / Τ  w h e r e  
t h i s  w i l l  o c c u r .  A s  t h e  d i s s i p a t i v e  f o r c e s  i n c r e a s e  r e l a t i v e  to  i n e r t i a l  
f o r c e s  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  b o d y  m o t i o n s  t e n d s  to  b e c o m e  t h e  s a m e .
T h e  t h e o r e t i c a l  e f f e c t  of  d a m p i n g  f o r  t h i s  c o u p l e d  b o d y  s y s t e m  a n d  
f o r  t h e  s i n g l e  m o o r e d  b o d y  i s  e v i d e n t  w h e n  th e  v a l u e  of  t h e  r e l a t i v e  s u r g e  
a m p l i t u d e  X / A  a t  r e s o n a n c e  i s  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r e l a t i v e  d i s s i ­
p a t i o n  βx/ω. T h i s  h a s  b e e n  p l o t t e d  i n  F i g .  9 f o r  t h e  c o u p l e d  b o d y  c a s e  a s  
t h e  v a l u e  o f  X 2 / A  a n d  X 1/ A  f o r  t h e  f u n d a m e n t a l  m o d e  o f  o s c i l l a t i o n  a s  a 
f u n c t i o n  of  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  β2/ ω 2 = β 1/ ω 1 = β x/ ω .  A s  w o u l d  b e  e x -  
p e c t e d  t h e  r e s p o n s e  a t  r e s o n a n c e  i s  r e d u c e d  s i g n i f i c a n t l y  w i t h  s m a l l  
d a m p i n g .  H o w e v e r ,  a s  t h e  d a m p i n g  i n c r e a s e s  t h e  r e s p o n s e  a t  r e s o n a n c e  
a c t u a l l y  t e n d s  t o  i n c r e a s e ,  s i n c e  f o r  h i g h  d a m p i n g  t h e  d a m p i n g  f o r c e  
d r i v e s  t h e  b o d y .  I n  t h i s  c o u p l e d  b o d y  s y s t e m  f o r  r e l a t i v e  d a m p i n g  g r e a t e r  
t h a n  a b o u t  0.1  t h e  r a t i o  of  X 1 / X 2 a t  r e s o n a n c e  a p p e a r s  t o  b e  r e l a t i v e l y
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F i g .  8. V a r i a t i o n  o f  R e l a t i v e  B o d y  M o t i o n ,  X 1/ X 2, w i t h  
N o r m a l i z e d  P e r i o d  τ 2 / T
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F i g .  9. V a r i a t i o n  of  R e s p o n s e  F u n c t i o n ,  X / A ,  a t  R e s o n a n c e  
w i t h  D a m p i n g  C o e f f i c i e n t ,  βx /ω  f o r  F i r s t  M o d e  of  
O s c i l l a t i o n
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c o n s t a n t  a t  a  v a l u e  o f  a p p r o x i m a t e l y  2 / 3 .  T h e  c a s e  o f  a  s i n g l e  m o o r e d  
b o d y  i s  a l s o  s h o w n  i n  t h i s  f i g u r e .  I t  i s  s e e n  t h a t  f o r  a  v a l u e  o f  βx/ ω  > 1 
t h e  r e s p o n s e  X / A  f o r  t h i s  b o d y  a n d  f o r  t h i s  p a r t i c u l a r  m o o r i n g  s y s t e m  
i s  a p p r o x i m a t e l y  e q u a l  t o  2. 0.
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3. E x p e r i m e n t a l  E q u i p m e n t  a n d  P r o c e d u r e s
A n  o v e r a l l  v i e w  of  t h e  w a v e  b a s i n  a n d  w a v e  g e n e r a t o r  l o c a t e d  in  t h e  
W. M. K e c k  L a b o r a t o r y  of  H y d r a u l i c s  a n d  W a t e r  R e s o u r c e s ,  C a l i f o r n i a  
I n s t i t u t e  of  T e c h n o l o g y ,  i s  s h o w n  in  t h e  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h  of  
F i g .  10.
3 . 1  W a v e  B a s i n
T h e  w a v e  b a s i n  i s  21 in .  d e e p  w i t h  a  w o r k i n g  a r e a  a p p r o x i m a t e l y  
30 f t  l o n g  by  12 f t  w i d e .  T h e  a c t u a l  o v e r a l l  i n s i d e  d i m e n s i o n s  o f  t h e  
b a s i n  a r e  31 f t - 5 i n .  l o n g  b y  15 f t - 5 i n .  w i d e .  T h e  b a s i n  i s  c o n s t r u c t e d  
t h r o u g h o u t  of  3 / 4 - i n .  a n d  1 - i n .  m a r i n e  p l y w o o d ,  t h e  f o r m e r  f o r  a l l  
v e r t i c a l  w a l l s  a n d  t h e  l a t t e r  f o r  t h e  f l o o r .  T h e  b a s i n  f l o o r  i s  l o c a t e d  
9 - 1 / 2  in .  a b o v e  t h e  l a b o r a t o r y  f l o o r .  T h i s  w a s  d o n e  f o r  t w o  r e a s o n s :  
to  b r i n g  t h e  s y s t e m  up to  a  m o r e  c o m f o r t a b l e  w o r k i n g  l e v e l  a n d  to  p r o ­
v i d e  a  m e a n s  f o r  l e v e l i n g  t h e  b a s i n  f l o o r .  T o  p r o p e r l y  l e v e l  t h e  f l o o r  
s e v e n  1 5 / 8  in .  by  3 5 / 8  in .  w o o d  s i l l s  w e r e  f a s t e n e d  to  t h e  f l o o r ,  w i t h  
t h e  s h o r t  d i m e n s i o n  v e r t i c a l ,  32 i n .  on  c e n t e r  r u n n i n g  t h e  l e n g t h  of  t h e  
b a s i n .  P e r p e n d i c u l a r  to  t h e s e  a  s y s t e m  of  1 5 / 8  in .  b y  7 5 / 8  in .  j o i s t s  
w e r e  f a s t e n e d  on  1 6 - i n .  c e n t e r s .  A t  t h e  i n t e r s e c t i o n  of  e a c h  s i l l  w i t h  a  
j o i s t ,  s h i m  m a t e r i a l  w a s  p l a c e d  b e t w e e n  t h e  t w o  s o  t h a t  t h e  u p p e r  f a c e  
of  t h e  j o i s t s  w e r e  r e a s o n a b l y  l e v e l  ( w i t h i n  ± 1 / 3 2  in . ). T h i s  s u b s t r u c t u r e  
c a n  b e  s e e n  i n  t h e  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h  of  F i g .  10.
T h i s  i n i t i a l  l e v e l i n g  w a s  i m p o r t a n t  s i n c e  o n c e  t h e  f l o o r  h a d  b e e n  
a t t a c h e d  to  t h e  s u b s t r u c t u r e  i t  w a s  i m p o s s i b l e  to  m a k e  a d j u s t m e n t s .  
B e f o r e  p l a c i n g  t h e  b a s i n  f l o o r  t h e  c o m p l e t e  s u p p o r t i n g  f r a m e w o r k  w a s  
w a t e r p r o o f e d  w i t h  " T h o m p s o n  W a t e r  S e a l " .  T h e  o n e - i n c h  p l y w o o d  f l o o r  
w a s  t h e n  g l u e d  a n d  s c r e w e d  to  t h e  j o i s t s  w h i c h  h a d  b e e n  b r a c e d  w i t h
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F i g .  10 D e t a i l e d  D r a w i n g  a n d  O v e r a l l  V i e w  of  W a v e  B a s i n  
a n d  W a v e  G e n e r a t o r
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s o l i d  b r i d g i n g  a t  32 in .  i n t e r v a l s ,  m a k i n g  t h e  m a x i m u m  u n s u p p o r t e d  
a r e a  o f  t h e  f l o o r  16 in .  by  32 in .  a n d  m i n i m i z i n g  d e f l e c t i o n s .  T h e  3 / 4  
i n .  v e r t i c a l  o u t e r  w a l l s  w e r e  t h e n  p l a c e d  w i t h  t h e i r  s u p p o r t i n g  g u s s e t s  
w i t h  a  c a u l k i n g  c o m p o u n d  a n d  a  s i l i c o n e  r u b b e r  s e a l  b e t w e e n  t h e  w a l l s  
a n d  t h e  f l o o r .  T h e  c o m p l e t e  i n t e r i o r  of  t h e  b a s i n  w a s  t h e n  t r e a t e d  w i t h  
" P i t t s b u r g h  A q u a p o n " ,  a  m o d i f i e d  e p o x y  e n a m e l ,  to  i n s u r e  w a t e r t i g h t -  
n e s s .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  t h i s  m e t h o d  m i n i m i z e d  l e a k s ,  a l t h o u g h  i t  w a s  
n e c e s s a r y  a t  a  l a t e r  d a t e  t o  s e a l  o n e  of  t h e  f l o o r  j o i n t s  w i t h  w a t e r p r o o f  
t a p e  to  a f f e c t  b e t t e r  s e a l i n g .
F a l s e  s i d e w a l l s  of  3 / 4  in .  p l y w o o d  w e r e  i n s t a l l e d  i n s i d e  t h e  b a s i n  
12 ft a p a r t  a n d  p e r p e n d i c u l a r  to  t h e  w a v e  g e n e r a t o r .  T h i s  p r o v i d e s  a 
20 in .  s p a c e  on e a c h  s i d e  of  t h e  b a s i n .  A t  s o m e  f u t u r e  d a t e ,  i f  d e s i r e d ,  
t h e s e  w a l l s  c a n  b e  r e m o v e d  a n d  t h e  s p a c e  b e t w e e n  t h e  f a l s e  a n d  t r u e  
w a l l s  f i l l e d  w i t h  a  d a m p i n g  m a t e r i a l  t o  d i s s i p a t e  i n c i d e n t  w a v e  e n e r g y .  
T h e s e  w a l l s  a r e  s e e n  i n  F i g .  10.
N o t  s h o w n  i n  t h e s e  f i g u r e s  i s  a  w a v e  f i l t e r  c o n s i s t i n g  of  a  b a s k e t  
of  a l u m i n u m  w o o l  3 ft  w i d e  a n d  12 f t  l o n g  l o c a t e d  d i r e c t l y  in  f r o n t  of  t h e  
w a v e  g e n e r a t o r .  T h e  t r a n s m i s s i o n  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h i s  w a v e  f i l t e r  
w i l l  b e  d i s c u s s e d  l a t e r .  I t  w a s  a d d e d  to  t h e  s y s t e m  s i m p l y  to  a d d  s o m e  
e n e r g y  d i s s i p a t i o n  to  t h e  b a s i n  w h i c h  o r i g i n a l l y  h a d  l o w  d i s s i p a t i v e  
c h a r a c t e r i s t i c s .
3 . 2  W a v e  G e n e r a t o r
T h e  w a v e  g e n e r a t o r  u s e d  i s  a  p e n d u l u m  t y p e  s i m i l a r  t o  o n e  p r o p o s e d  
b y  R a n s f o r d  (16)  a n d  i s  s h o w n  in  t h e  d r a w i n g  a n d  p h o t o g r a p h s ,  F i g s .  10 
a n d  11a. I t  i s  d e s i g n e d  t o  o p e r a t e  a s  e i t h e r  a  p a d d l e  o r  p i s t o n  t y p e  w a v e  
m a c h i n e .  T h i s  v e r s a t i l i t y  w a s  c o n s i d e r e d  n e c e s s a r y  d u e  to  t h e  r e l a t i v e
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F i g .  11a .  V i e w  o f  W a v e  G e n e r a t o r  a n d  O v e r h e a d  S u p p o r t
F i g .  11b. V i e w  o f  S k o t c h  Y o k e ,  W a v e  P e r i o d  L i g h t  S o u r c e ,  
a n d  P e r f o r a t e d  D i s c
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s h o r t n e s s  of  t h e  b a s i n  a n d  t h e  r a n g e  of  w a v e  p e r i o d s  r e q u i r e d .  In  o r d e r  
t o  g e n e r a t e  s h a l l o w - w a t e r  w a v e s  h a v i n g  a  w a v e  l e n g t h  c o m p a r a b l e  t o  t h e  
b a s i n  l e n g t h  a  p i s t o n  g e n e r a t o r  w a s  d e s i r e d ,  w h e r e a s  f o r  d e e p - w a t e r  
w a v e s  a  p a d d l e  o r  f l a p  g e n e r a t o r  i s  b e s t .  I n  a d d i t i o n  t o  t h e  w a v e  l e n g t h  
c o n s i d e r a t i o n s ,  i n  o r d e r  t o  p r o d u c e  a  t w o - d i m e n s i o n a l  s m a l l  a m p l i t u d e  
w a v e  s y s t e m  t h e  w a v e - m a c h i n e  s t r o k e s  m u s t  b e  a c c u r a t e l y  a d j u s t e d ;  
t h e r e f o r e ,  l a r g e  s t r o k e s  w e r e  d e s i r e d .  F o r  d e e p  w a t e r  w a v e s  t h i s  i s  
b e s t  a c c o m p l i s h e d  b y  t h e  p a d d l e  m o d e  o f  g e n e r a t i o n .
T h e  g e n e r a t i n g  s u r f a c e  i s  a n  a l u m i n u m  p l a t e  12 f t  l o n g ,  2 f t  h i g h  
a n d  1 / 4  i n .  t h i c k .  T o  r e d u c e  t h e  p o s s i b i l i t y  of  t h e  w a v e  m a c h i n e  p r o ­
d u c i n g  h i g h e r  o r d e r  h a r m o n i c s  d u e  to  v i b r a t i o n  of  t h e  p l a t e ,  t h e  p l a t e  
i s  a t t a c h e d  to  a  s t r u c t u r a l  f r a m e  of  a l u m i n u m  a n g l e .  A s  s e e n  i n  F i g .  10 
t h i s  u n i t  i s  s u p p o r t e d  f r o m  a n  o v e r h e a d  s t r u c t u r e  a t  t h r e e  p o i n t s  w i t h  
t w o  a r m s  a t  e a c h  s u p p o r t  p o i n t .  T h e  s t r u c t u r e  i t s e l f  i s  f a s t e n e d  to  a  
r e i n f o r c e d  c o n c r e t e  c e i l i n g  b e a m .  T h e  s u p p o r t  a r m s  a r e  33 in .  l o n g  
a n d  h a v e  a n  a x l e  a t  e i t h e r  e n d  w h i c h  i s  f r e e  t o  r o t a t e  in  a  b a l l  b e a r i n g  
r e t a i n e r .  T h e  u p p e r  e n d  of  t h e  f o r w a r d  a r m  a t  e a c h  s u p p o r t  p o i n t  c a n  
b e  m o v e d  i n  a  s l o t  of  33 i n .  r a d i u s  s o  t h a t  t h e  a r m  m o v e s  f r o m  a 
v e r t i c a l  t o  a n  i n c l i n e d  p o s i t i o n .
W h e n  b o t h  a r m s  a r e  v e r t i c a l  t h e  g e n e r a t i n g  p l a t e  m o v e s  h o r i z o n t a l l y  
a s  a  p i s t o n .  W h e n  t h e  u p p e r  e n d  o f  t h e  f o r w a r d  a r m s  a r e  a t  t h e  f u r t h e r ­
m o s t  f o r w a r d  p o s i t i o n  t h e  g e n e r a t i n g  p l a t e  m o v e s  a s  a  p a d d l e  w i t h  t h e  
b o t t o m  of  t h e  p l a t e  a c t i n g  a s  a n  i m a g i n a r y  h i n g e  p o i n t .  T h e  l i n k a g e  l e n g t h s  
w e r e  d e s i g n e d  s o  t h a t ,  f o r  t h e  p a d d l e  m o d e  of  o p e r a t i o n ,  m o v e m e n t  o f  t h e  
h i n g e  p o i n t  w a s  m i n i m i z e d .  A f t e r  a  n u m b e r  o f  t r i a l s  t h e  b e s t  c h o i c e  o f  
l i n k a g e  l e n g t h s  i n  k e e p i n g  w i t h  t h e  s p a c e  a v a i l a b l e  w a s  31 in .  f r o m  t h e
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b o t t o m  of  t h e  p l a t e  t o  t h e  c e n t e r l i n e  o f  t h e  l o w e r  e n d  of  t h e  r e a r  s u p p o r t  
a r m  a n d ,  a s  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  a  33 in .  l o n g  s u p p o r t  a r m .  T h i s  d e ­
s i g n  g a v e  a  m o v e m e n t  of  t h e  b o t t o m  of  t h e  p l a t e  of  a p p r o x i m a t e l y  1% of  
t h e  f o r w a r d  a n d  b a c k w a r d  m o v e m e n t  o f  t h e  l o w e r  e n d  o f  t h e  s u p p o r t  a r m s  
w h e n  t h e  w a v e  m a c h i n e  w a s  o p e r a t i n g  a s  a  p a d d l e .
T h e  w a v e  m a c h i n e  i s  d r i v e n  b y  t w o  a r m s  c o n n e c t e d  to  i n d e p e n d e n t  
S c o t c h  y o k e s  w h i c h  a r e  i n  t u r n  d r i v e n  t h r o u g h  a  p u l l e y  s y s t e m  by  a  v a r i ­
a b l e  s p e e d  m o t o r .  T h e  d r i v e  m e c h a n i s m  a n d  t h e  y o k e s  c a n  b e  s e e n  in  
F i g .  10,  11a  a n d  11b .  A m a x i m u m  s t r o k e  o f  ±6 i n .  c a n  b e  o b t a i n e d  w i t h  
t h i s  a r r a n g e m e n t  a n d  m e a s u r e d  to  w i t h i n  ±. 0 0 0 5  in .  b y  m e a n s  o f  d i a l  
g a g e s ,  o n e  a t  e i t h e r  e n d  o f  t h e  p a d d l e .  T h e  m o t o r  d r i v e  i s  a  1 - 1 / 2  hp  
U. S. V a r i d r i v e  m o t o r  w i t h  a  10:1 s p e e d  r a n g e .  W a v e  p e r i o d s  r a n g i n g  
f r o m  0. 34 s e c .  to  3. 8 s e c .  c a n  b e  o b t a i n e d  w i t h  t h i s  s y s t e m .  T h e  m o t o r  
h a s  a  g r e a t e r  p o w e r  o u t p u t  t h a n  i s  a c t u a l l y  n e e d e d  i n  o r d e r  t o  i n s u r e  a 
c o n s t a n t  s p e e d  o p e r a t i o n .  T h e  s p e e d  m e a s u r i n g  t e c h n i q u e  w i l l  b e  d e s ­
c r i b e d  i n  s o m e  d e t a i l  l a t e r ;  h o w e v e r ,  i t  i s  f o u n d  t h a t  t h e  w a v e  p e r i o d  
r e m a i n s  c o n s t a n t  t o  w i t h i n  ±. 05%.
3. 3 M o d e l  S u p p o r t  S t r u c t u r e  a n d  M o d e l
T h e  m o d e l  i s  s u p p o r t e d  f r o m  o v e r h e a d  b y  t h e  s t r u c t u r e  s h o w n  in  
F i g .  12 ( s e e  a l s o  F i g .  10) .  T h i s  s t r u c t u r e  i s  a  w e l d e d  t u b e  f r a m e  w i t h  
t r o l l e y  w h e e l s  a t  t h e  u p p e r  e n d  w h i c h  r o l l  on  t w o  a l u m i n u m  " I "  b e a m s  
w h i c h  r u n  t h e  f u l l  l e n g t h  o f  t h e  b a s i n  a n d  a r e  f a s t e n e d  to  t h e  s t r u c t u r a l  
f r a m e  of  t h e  b u i l d i n g .  T h u s  t h e  s u p p o r t  s t r u c t u r e  c a n  b e  m o v e d  l o n g i ­
t u d i n a l l y  a l o n g  t h e  b a s i n  a n d  t h e  r a i l s  a r e  p o s i t i o n e d  s o  t h a t  t h e  m o d e l  
m o v e s  a l o n g  t h e  b a s i n  c e n t e r l i n e .
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F i g .  12. V i e w  o f  M o d e l  S u p p o r t  S t r u c t u r e F i g .  13. V i e w  o f  M o d e l  a n d  M o d e l  S u p p o r t  S t r u c t u r e
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A p l a t e  i s  w e l d e d  to  t h e  l o w e r  e n d  of  t h e  t u b i n g  f r a m e  w h i c h  s e r v e s
a s  t h e  b a s i c  s u p p o r t  f o r  t h e  m o d e l .  T h r e e  3 / 4  in .  d i a m e t e r  l e a d  s c r e w s
a r e  f r e e  t o  m o v e  t h r o u g h  t h i s  p l a t e  a n d  c a n  b e l o c k e d  i n  p o s i t i o n  b y
m e a n s  of  n u t s  on  e i t h e r  s i d e  of  t h e  u p p e r  p l a t e .  T h e s e  s c r e w s  a r e  
f i r m l y  a t t a c h e d  to  a  l o w e r  p l a t e  w h i c h  f o r m s  a  r i g i d  f r a m e  f o r  t h e  
m o d e l  m o o r i n g  s y s t e m .  T h e s e  f e a t u r e s  a r e  s e e n  c l e a r l y  in  F i g .  13.
T w o  3 / 4 - i n .  d i a m e t e r  r o d s  a r e  a t t a c h e d  to  t h e  l o w e r  p l a t e  a n d  a r e  
f r e e  to  m o v e  up  t h r o u g h  t h e  u p p e r  p l a t e .  T h e  m o o r i n g  s y s t e m  a n d  h e n c e  
t h e  m o d e l  a r e  a t t a c h e d  to  t h e s e  r o d s .  T h e r e f o r e ,  t h e  l e a d  s c r e w s  a n d  
t h e  r o d s  f o r m  a  u n i t  t h a t  c a n  b e  a d j u s t e d  s o  t h a t  t h e  m o d e l  i s  i m m e r s e d  
to  a n y  d r a f t  a n d  a d j u s t e d  s o  t h a t  i t  i s  l e v e l .  T h i s  l o w e r  s y s t e m  c a n  a l s o  
b e  r o t a t e d  t h r o u g h  a p p r o x i m a t e l y  ± 1 0 °  s o  t h a t  t h e  a x i s  of  t h e  m o d e l  c a n  
b e  a l i g n e d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  s t a n d i n g  w a v e  c r e s t s .
F o r  t h e  l i n e a r a l l y  m o o r e d  m o d e l  t w o  a l u m i n u m  l e a f  s p r i n g s  ( . 0 9  in .  
t h i c k  a n d  2 i n .  w i d e )  a r e  u s e d  to  r e p r e s e n t  t h e  m o o r i n g  s y s t e m  ( s e e  
F i g .  13).  T h e s e  s p r i n g s  a r e  2 i n c h e s  a p a r t  a n d  a r e  a t t a c h e d  to  t h e  
m o d e l  a s  a  u n i t .  T h i s  a r r a n g e m e n t  e l i m i n a t e s  a l l  m o t i o n s  e x c e p t  t h e  
s u r g e  m o t i o n  i n  t h e  m o d e l .  T h e  l e n g t h  of  t h e  s p r i n g s  c a n  b e  v a r i e d  by  
m o v i n g  t h e  u p p e r  s p r i n g  c l a m p  a l o n g  t h e  l o w e r  p l a t e  s u p p o r t  r o d s  w h i l e  
m a i n t a i n i n g  a  c o n s t a n t  m o d e l  d r a f t .  I n  t h i s  w a y  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  of  
t h e  m o o r i n g  s y s t e m  c a n  b e  v a r i e d  o v e r  a  w i d e  r a n g e .
T h e  m o o r e d  b o d y  u s e d  i n  t h i s  p h a s e  o f  t h e  s t u d y  w a s  a  r e c t a n g u l a r  
p a r a l l e l p i p e d  24 in .  l o n g ,  6 i n .  w i d e ,  a n d  8 in .  h i g h .  I t  w a s  m a d e  of  
1 / 4  i n .  l u c i t e  a n d  d i v i d e d  i n t o  4 c o m p a r t m e n t s .  T h e  t o p  i s  r e m o v a b l e  
s o  t h a t  t h e  b o x  c a n  b e  l o a d e d  w i t h  s a n d  b a l l a s t  t o  m a k e  i t  n e u t r a l l y  
b u o y a n t  f o r  a  p a r t i c u l a r  d e p t h  of  i m m e r s i o n .  T h i s  c a n  b e  s e e n  in  d e t a i l
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i n  F i g .  13.  T h e  t r a n s d u c e r  a n d  r e c o r d i n g  s y s t e m  u s e d  to  g i v e  a  t i m e -  
d i s p l a c e m e n t  h i s t o r y  of  t h e  b o d y  w i l l  b e  d i s c u s s e d  in  S e c t i o n  3 . 4 . 3 .
3 . 4  I n s t r u m e n t a t i o n
3 . 4 . 1  M e a s u r e m e n t  of  W a v e  P e r i o d
T h e  w a v e  p e r i o d  i s  d e t e r m i n e d  b y  a  p u l s e  c o u n t i n g  t e c h n i q u e .  
T h e  p u l s e  i s  g e n e r a t e d  b y  i n t e r r u p t i n g  a  l i g h t  b e a m  w h i c h  i s  d i r e c t e d  a t  
a  p h o t o c e l l  by  a  d i s c  w i t h  360  e v e n l y  s p a c e d  h o l e s  a r r a n g e d  i n  a  c i r c l e  
n e a r  i t s  o u t e r  e d g e .  T h i s  d i s c  c a n  b e  s e e n  i n  F i g .  11b.  T h e  o u t p u t  
f r o m  t h e  p h o t o - c e l l  ( p h o t o - m u l t i p l i e r  p o w e r  t r a n s i s t o r  t y p e  P P T - 1 ) ,  
w h o s e  c i r c u i t  i s  s h o w n  in  F i g .  14,  a c t u a t e s  a  B e c k m a n / B e r k e l e y  D i v i s i o n  
I n d u s t r i a l  C o u n t e r  M o d e l  7361 w h i c h  t h e n  c o u n t s  t h e  n u m b e r  o f  v o l t a g e  
p u l s e s  ( o r  t h e  n u m b e r  of  h o l e s  p a s s i n g  t h e  p h o t o c e l l )  i n  a  p e r i o d  of  
10 s e c .  I t  m a y  b e  o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h a t  t h e  v o l t a g e  o u t p u t  of  t h i s  
s i m p l e  s y s t e m ,  u s i n g  a s  a  l i g h t  s o u r c e  a  1 . 5  v o l t  f l a s h l i g h t  b u l b  w i t h o u t  
a n  o p t i c a l  s y s t e m ,  i s  a p p r o x i m a t e l y  2. 5 v o l t s  ( m o r e  t h a n  s u f f i c i e n t  to  
d r i v e  t h e  c o u n t e r ) .  T h u s  t h e  w a v e  p e r i o d  o b t a i n e d  i s  a  10 s e c .  a v e r a g e  
a n d ,  a s  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  t h r o u g h o u t  a n  e x p e r i m e n t  t h i s  p e r i o d  
v a r i e d  a t  m o s t  b y  ±. 05%.
3 . 4 . 2  M e a s u r e m e n t  of  W a v e  A m p l i t u d e
R e s i s t a n c e  w a v e  g a g e s  w e r e  u s e d  in  c o n j u n c t i o n  w i t h  S a n b o r n  
(150 S e r i e s )  d i r e c t - w r i t i n g  r e c o r d i n g  s y s t e m s  to  o b t a i n  t i m e  h i s t o r i e s  
of  t h e  w a v e  a m p l i t u d e .  S a n b o r n  C a r r i e r  P r e a m p l i f i e r s  ( M o d e l  1 5 0 -  
110 0 A S )  s u p p l y  t h e  2 4 0 0  c p s ,  4.  5 v o l t  e x c i t a t i o n  v o l t a g e  f o r  t h e  g a g e s ,  
a n d  in  t u r n  r e c e i v e  t h e  o u t p u t s  f r o m  t h e  w a v e  g a g e s  w h i c h  a f t e r  d e ­
m o d u l a t i o n  a n d  a m p l i f i c a t i o n ,  a r e  d i s p l a y e d  on  t h e  r e c o r d i n g  u n i t .
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F i g .  14.  S c h e m a t i c  D i a g r a m  a n d  C i r c u i t  o f  P h o t o - C e l l  D e v i c e
F i g .  15.  C i r c u i t  D i a g r a m  f o r  W a v e  G a g e
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T h e  w a v e  g a g e s  c o n s i s t  o f  t w o  w i r e  e l e m e n t s ,  p a r a l l e l  t o  a n d  i n s u ­
l a t e d  f r o m  e a c h  o t h e r ,  u p o n  w h i c h  t h e  e x c i t a t i o n  v o l t a g e  i s  i m p r e s s e d .
A s  t h e  i m m e r s i o n  o f  t h e  w i r e s  i n  a  c o n d u c t i n g  s o l u t i o n  i s  v a r i e d  t h e i r  
r e s i s t a n c e  c h a n g e s  p r o p o r t i o n a t e l y ,  c a u s i n g  a n  i m b a l a n c e  i n  t h e  f u l l  
b r i d g e  c i r c u i t  s h o w n  i n  F i g .  15 ( th e  p o r t i o n  of  t h e  c i r c u i t  i n t e r n a l  to  
t h e  r e c o r d e r  i s  s h o w n  d o t t e d ) .  T h i s  i m b a l a n c e  c a u s e s  m o r e  o r  l e s s  
v o l t a g e  d r o p  a c r o s s  t h e  g a g e  a n d  i s  r e c o r d e d  b y  t h e  S a n b o r n  u n i t  a s  a  
c h a n g e  f r o m  t h e  z e r o  o r  b a l a n c e d  p o s i t i o n .  D e p e n d i n g  u p o n  t h e  l e n g t h  
of  t h e  g a g e  a n d  t h e  w i r e  m a t e r i a l ,  t h e  50 o h m  r e s i s t a n c e  i n  p a r a l l e l  
w i t h  t h e  w a v e  g a g e  m a y  h a v e  to  b e  c h a n g e d  i n  o r d e r  t o  a f f e c t  a  b a l a n c e  
w i t h  t h e  S a n b o r n  e q u i p m e n t .  T h i s  c a n  e a s i l y  b e  a c c o m p l i s h e d  b y  i n ­
s e r t i n g  a  p r e c i s i o n  v a r i a b l e  r e s i s t o r  i n  s e r i e s  w i t h  t h e  50 o h m  r e s i s t o r .
D i f f e r e n t  t y p e s  of  w a v e  g a g e s  w e r e  u s e d  i n  t h i s  s t u d y ,  h o w e v e r ,  
o n l y  t h e  t y p e  f i n a l l y  d e c i d e d  u p o n  w i l l  b e  d e s c r i b e d  in  d e t a i l .  T h i s  g a g e  
c o n s i s t s  of  t w o  s t a i n l e s s  s t e e l  w i r e s  0 . 0 1  in .  i n  d i a m e t e r  a p p r o x i m a t e l y  
3 - 1 / 2  i n .  l o n g  s p a c e d  1 / 8  in .  a p a r t .  T h e y  a r e  i n s u l a t e d  f r o m  e a c h  o t h e r  
a n d  s t r e t c h e d  t a u t  i n  a  1 / 8 - i n .  d i a m e t e r  s t a i n l e s s  s t e e l  f r a m e  w h i c h  
b e c o m e s  a n  i n t e g r a l  p a r t  o f  a  p o i n t  g a g e  u s e d  f o r  c a l i b r a t i o n .  A s k e t c h  
o f  t h e  w a v e  g a g e  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  16.  T h e  w i r e  e l e m e n t s  o f  t h i s  
g a g e  c a n  b e  o r i e n t e d  s o  t h a t  t h e  p l a n e  of  t h e  w i r e s  i s  a t  a n y  a n g l e  t o  t h e  
p l a n e  o f  t h e  c l a m p .  T h i s  f e a t u r e  i s  i m p o r t a n t  w h e n  o n e  i s  i n t e r e s t e d  i n  
m e a s u r i n g  t h e  s t a n d i n g  w a v e  a m p l i t u d e  i n  t h e  v i c i n i t y  o f  a  r e f l e c t i n g  
w a l l .  B y  r o t a t i n g  t h e  t w o  w i r e s  i n t o  t h e  p l a n e  of  t h e  c l a m p  a n d  b y  p l a c i n g  
t h i s  p l a n e  p a r a l l e l  t o  t h e  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  t h e  m e a s u r e m e n t s  a r e  n o t  
a f f e c t e d  b y  t h e  s u p p o r t i n g  a r r a n g e m e n t .  A s  i n  a n y  r e s i s t a n c e  t y p e  w a v e  
g a g e  i t  i s  i m p o r t a n t  t h a t  t h e  w i r e  e l e m e n t s  b e  k e p t  c l e a n  a n d  f r e e  f r o m  
c o n t a m i n a n t s .
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F i g .  16.  D r a w i n g  o f  T y p i c a l  W a v e  G a g e
F i g .  17. T y p i c a l  C a l i b r a t i o n  C u r v e  f o r  W a v e  G a g e
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S i n c e  t h e r e  i s  a n  i n h e r e n t  e l e c t r o n i c  d r i f t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e  
g a g e s ,  i t  i s  u n r e a l i s t i c  t o  s p e a k  o f  w a v e  a m p l i t u d e s  w h e r e  a n  u n c h a n g i n g  
z e r o  l i n e  i s  i m p o r t a n t .  F o r  t h i s  r e a s o n  o n l y  w a v e  h e i g h t s  a r e  m e a s u r e d .  
A t y p i c a l  c a l i b r a t i o n  c u r v e  f o r  o n e  of  t h e  w a v e  g a g e s  i s  p r e s e n t e d  in  
F i g .  17.
T h e  g a g e  i s  c a l i b r a t e d  b y  f i r s t  i n c r e a s i n g  i t s  i m m e r s i o n  0. 001 f t ,  
u s i n g  a  p o i n t  g a g e ,  t h e n  r e t u r n i n g  to  t h e  o r i g i n a l  i m m e r s i o n  a n d  f i n a l l y  
w i t h d r a w i n g  i t  0 . 0 0 1  f t .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  i n c r e a s i n g  t h e  i m ­
m e r s i o n  a n d  w i t h d r a w a l  i n c r e m e n t  b y  0. 001 f t  e a c h  c y c l e .  T h i s  m e t h o d  
t e n d s  to  c o m p e n s a t e ,  t o  s o m e  e x t e n t ,  f o r  d y n a m i c  e f f e c t s .  In  F i g .  17 
t h e  t o t a l  m o v e m e n t  f o r  e a c h  c a l i b r a t i o n  s t e p ,  i . e .  i m m e r s i o n  p l u s  w i t h ­
d r a w a l ,  i s  p l o t t e d  a s  t h e  o r d i n a t e  a n d  t h e  d e f l e c t i o n  of  t h e  s t y l u s  i n  
m i l l i m e t e r s  a s  t h e  a b s c i s s a .  T h e  p o i n t s  s h o w n  a r e  f o r  c a l i b r a t i o n s  
b e f o r e  a n d  a f t e r  a n  e x p e r i m e n t  t h a t  l a s t e d  a p p r o x i m a t e l y  1 . 2 5  h r s .  M o s t  
c a l i b r a t i o n s  w e r e  e s s e n t i a l l y  l i n e a r  a n d  s h o w e d  l i t t l e  c h a n g e  t h r o u g h  a n  
e x p e r i m e n t  s o  t h a t  a n  a v e r a g e  o f  t h e s e  d a t a  w a s  u s e d  i n  r e d u c i n g  t h e  
r e c o r d e d  w a v e  a m p l i t u d e .  T h r o u g h o u t  a n  e x p e r i m e n t  t h e  d r i f t  m e n t i o n e d  
p r e v i o u s l y  w a s  c o m p e n s a t e d  f o r  t o  s o m e  e x t e n t  b y  c h a n g i n g  t h e  i n t e r n a l  
S a n b o r n  r e s i s t a n c e  s o  t h a t  t h e  s i g n a l  w a s  a l w a y s  c e n t e r e d  o n  t h e  s c a l e .  
T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e a s o n a b l e  s i n c e  o n e  r e a s o n  f o r  t h e  d r i f t  i s  t h e  c h a n g e  
in  r e s i s t a n c e  o f  t h e  w a v e  g a g e  w i r e s  a s s o c i a t e d  w i t h  w i r e  c o n t a m i n a t i o n .  
I t  h a s  b e e n  f o u n d  f r o m  d y n a m i c  c a l i b r a t i o n s ,  s e e  I p p e n  a n d  R a i c h l e n  (17) 
a n d  G o d a  a n d  I p p e n  (18) ,  t h a t  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  s t a t i c  c a l i b r a t i o n s  
a n d  t h e  d y n a m i c  u s e  o f  s u c h  a  g a g e  i n t r o d u c e s  a n  e r r o r  of  a t  m o s t  5% 
f o r  w a v e  h e i g h t s  o f  t h e  o r d e r  of  0 . 1  in .
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A p r o b l e m  t h a t  i s  u s u a l l y  e n c o u n t e r e d  in  w a v e  m e a s u r e m e n t s  u s i n g  
m o r e  t h a n  o n e  w a v e  g a g e  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  S a n b o r n  e q u i p m e n t  i s  t h e  
i n t e r f e r e n c e  b e t w e e n  c h a n n e l s  w h e n  o p e r a t i n g  a t  l o w  a t t e n u a t i o n .  T h i s  
h a s  b e e n  e s s e n t i a l l y  e l i m i n a t e d  h e r e  b y  m a k i n g  c e r t a i n  i n t e r n a l  m o d i f i ­
c a t i o n s  t o  t h e  M o d e l  1 5 0 - 1 1 0 0  AS p r e a m p l i f i e r s  r e c o m m e n d e d  by  t h e  
m a n u f a c t u r e r .  I n  e f f e c t  t h i s  r e d u c e s  t h e  i n t e r f e r e n c e  b y  l o c k i n g  t h e  
p r e a m p l i f i e r  o s c i l l a t o r s  t o  o n e  c o m m o n  f r e q u e n c y .
3 . 4 . 3  M e a s u r e m e n t  of  B o d y  A m p l i t u d e
T h e  t i m e  h i s t o r y  of  b o d y  m o t i o n  in  s u r g e  i s  o b t a i n e d  u s i n g  a  
l i n e a r  v a r i a b l e  d i f f e r e n t i a l  t r a n s f o r m e r  ( L V D T ) .  T h i s  i s  a n  e l e c t r o ­
m e c h a n i c a l  t r a n s d u c e r  w h i c h  p r o d u c e s  a n  e l e c t r i c a l  o u t p u t  p r o p o r t i o n a l  
t o  t h e  d i s p l a c e m e n t  o f  a  s e p a r a t e  m o v a b l e  c o r e .
T h r e e  c o i l s  a r e  e q u a l l y  s p a c e d  on  a  c y l i n d r i c a l  c o i l  f o r m ,  a n d  a  r o d ­
s h a p e d  m a g n e t i c  c o r e  p o s i t i o n e d  a x i a l l y  i n s i d e  t h e  c o i l  a s s e m b l y  p r o v i d e s  
a  p a t h  f o r  m a g n e t i c  f l u x  l i n k i n g  t h e  c o i l s .  T h e  v o l t a g e  i n d u c e d  in  t h e  
s e c o n d a r y  c o i l s  b y  m o v e m e n t s  of  t h e  c o r e  i s  d i s p l a y e d  o n  t h e  S a n b o r n  a s
a  s t y l u s  d i s p l a c e m e n t  f r o m  a  b a l a n c e d  p o s i t i o n .  T h e  c i r c u i t  d i a g r a m  f o r
c o n n e c t i n g  t h e  L V D T  to  t h e  t r a n s d u c e r  i n p u t  of  t h e  S a n b o r n  M o d e l  1 5 0 - 1 1 0 0  
AS i s  s h o w n  i n  F i g .  18. T h e  l e t t e r s  r e f e r  t o  t h e  p i n  c o n n e c t i o n s  of  t h e  
S a n b o r n  i n p u t  a n d  t h e  c o l o r s  t o  t h e  e l e c t r i c a l  l e a d s  of  t h e  L V D T .
T h e  c o r e  of  t h e  L V D T  ( S c h a e v i t z  M o d e l  1 0 0 0 S S - L )  i s  m o u n t e d  on  
t h e  m o d e l  a n d  t h e  c o i l s  a r e  m o u n t e d  to  t h e  f i x e d  p l a t f o r m  d i r e c t l y  a b o v e  
t h e  m o d e l  a s  s h o w n  i n  F i g .  13. T h e r e f o r e ,  w h e n  t h e  m o d e l  m o v e s  in  
s u r g e  a  v o l t a g e  i s  i n d u c e d  i n  t h e  s e c o n d a r y  c o i l s .  T h e  s y s t e m  i s  c a l i ­
b r a t e d  b y  d e f l e c t i n g  t h e  m o d e l  a n d  r e a d i n g  t h e  d e f l e c t i o n  b y  m e a n s  of  
a  m i c r o m e t e r  m o u n t e d  to  t h e  f i x e d  p l a t e s  a n d  r e c o r d i n g  t h e  s t y l u s
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F i g .  18. C i r c u i t  D i a g r a m  f o r  L i n e a r  V a r i a b l e  D i f f e r e n t i a l  
T r a n s f o r m e r  u s e d  in  R e c o r d i n g  B o d y  M o t i o n
F i g .  19. T y p i c a l  C a l i b r a t i o n  C u r v e  f o r  L i n e a r  V a r i a b l e  
D i f f e r e n t i a l  T r a n s f o r m e r
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d e f l e c t i o n .  A t y p i c a l  L V D T  c a l i b r a t i o n  i s  p r e s e n t e d  i n  F i g .  19 w h e r e  
t h e  d e f l e c t i o n  o f  t h e  b o d y  in  i n c h e s  i s  p l o t t e d  a s  t h e  o r d i n a t e  a n d  th e  
s t y l u s  d e f l e c t i o n  i n  m i l l i m e t e r s  a s  t h e  a b s c i s s a .  T h i s  c a l i b r a t i o n  i s  f o r  
t h r e e  d i f f e r e n t  S a n b o r n  a t t e n u a t i o n s  s h o w i n g  t h e  l i n e a r i t y  of  t h e  t r a n s ­
d u c e r  a n d  a s s o c i a t e d  e l e c t r o n i c s .
F i g u r e  20 i s  a  s a m p l e  r e c o r d  s h o w i n g  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a s  a  
f u n c t i o n  o f  t i m e  a t  t h r e e  l o c a t i o n s  a l o n g  t h e  b a c k w a l l  a n d  t h e  m o t i o n  of  
t h e  b o d y  a t  t h e  s a m e  t i m e .  T h e  t h r e e  l o c a t i o n s  u s e d  a r e  e a c h  1 / 2  in .  
f r o m  t h e  b a c k w a l l  o f  t h e  b a s i n  w i t h  o n e  g a g e  on  t h e  c e n t e r l i n e  o f  t h e  
b a s i n ,  o n e  7 1 / 2  in .  i n  f r o m  t h e  E a s t  b a s i n  f a l s e w a l l ,  a n d  o n e  7 1 / 2  in .  
i n  f r o m  the  W e s t  b a s i n  f a l s e w a l l .  ( T h e  l o c a t i o n s  a r e  s h o w n  i n  t h e  u p p e r  
p o r t i o n  o f  t h e  f i g u r e . ) I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  s i n c e  t h e  w a v e  g a g e  c a l i ­
b r a t i o n s  a r e  d i f f e r e n t  f o r  e a c h  g a g e  t h e  w a v e  p r o f i l e s  s h o w n  i n  F i g .  20 
f o r  t h e  t h r e e  l o c a t i o n s  c a n n o t  b e  d i r e c t l y  c o m p a r e d .
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F i g .  20 .  W a v e  G a g e  L o c a t i o n s  a n d  S a m p l e  R e c o r d  of
V a r i a t i o n  of  W a t e r  S u r f a c e  a n d  B o d y  P o s i t i o n  
w i t h  T i m e
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4.  P r e s e n t a t i o n  a n d  D i s c u s s i o n  o f  R e s u l t s
T h i s  s e c t i o n  i s  d e v o t e d  to  t h e  p r e s e n t a t i o n  a n d  d i s c u s s i o n  o f  t h e  
e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  o b t a i n e d  i n  t h e  p h a s e  o f  t h e  s t u d y  d e a l i n g  w i t h  t h e  
s u r g e  m o t i o n s  of  a  s i n g l e  i d e a l i z e d  b o d y  m o o r e d  b y  a  l i n e a r  s p r i n g  s y s ­
t e m  to  a  f i x e d  s u p p o r t .  E s s e n t i a l l y  i t  i s  d i v i d e d  i n t o  t w o  p a r t s ,  on e  
d e a l i n g  w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  s i m p l e  
m o o r e d  b o d y  a n d  t h e  o t h e r  d e a l i n g  w i t h  t h e  f o r c e d  o s c i l l a t i o n  o f  t h e  b o d y  
b y  a  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m .
4 . 1  C h a r a c t e r i s t i c s  of  M o o r e d  B o d y  in  F r e e  O s c i l l a t i o n
T o  g a i n  a  b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  b a s i c  n a t u r e  o f  t h e  
f o r c e d  m o t i o n s  i n  s u r g e  o f  a  s i m p l e  b o d y  i t  w a s  c o n s i d e r e d  i m p o r t a n t  t o  
f i r s t  i n v e s t i g a t e  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  b o d y  t o  e v a l u a t e  t h e  i n e r t i a l  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b o d y  m o t i o n  a n d  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e s e  m o t i o n s .  E q .  24 r e d u c e d  to  t h e  c a s e  of  f r e e  o s c i l l a t i o n s  
b e c o m e s :
(39)
w h i c h  h a s  t h e  s i m p l e  s o l u t i o n :
(40)
I t  i s  o b v i o u s  f r o m  E q .  40  t h a t  t h e  i n v e s t i g a t i o n  of  t h e  d a m p e d  f r e e  
o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  b o d y  w o u l d  y i e l d  i n f o r m a t i o n  o n  b o t h  t h e  d a m p i n g  
c o e f f i c i e n t  β x  t h r o u g h  t h e  d e c a y  of  t h e  o s c i l l a t i o n  a n d  t h e  v i r t u a l  m a s s  
c o e f f i c i e n t  C M  t h r o u g h  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  b o d y .
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T h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  C M  c a n  b e  d e t e r m i n e d  b y  m e a s u r i n g  
t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  a n d  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  o f  t h e  b o d y  i n  a i r  a n d  in  
w a t e r  a n d  t h e n  b y  c a l c u l a t i n g  t h e  a p p a r e n t  b o d y  m a s s e s  f r o m  E q .  2 4 c .  
T h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  t w o  i s  t h e  a d d e d  m a s s .  T h e  v i r t u a l  m a s s  
c o e f f i c i e n t  t h e n  f o l l o w s  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  u s e d  in  E q .  22 w h e r e  M  i s  
t h e  m a s s  o f  f l u i d  d i s p l a c e d .
T h e  s p r i n g  c o n s t a n t  i s  e v a l u a t e d  b y  m e a s u r i n g  t h e  s t a t i c  d e f l e c t i o n  
of  t h e  b o d y  f o r  a  k n o w n  a p p l i e d  f o r c e .  T h e  r e s u l t s  f o r  f o u r  e x p e r i m e n t s  
w i t h  t h e  s a m e  s p r i n g  l e n g t h  a n d  t h e  s a m e  b o d y  w e i g h t  in  a i r  b u t  d i f f e r e n t  
d e p t h s  of  i m m e r s i o n  a r e  s h o w n  i n  F i g .  21 .  I t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  s p r i n g  
i s  l i n e a r ,  b u t  a t  f i r s t  g l a n c e  i t  i s  s u r p r i s i n g  t h a t  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  
c h a n g e s  a s  t h e  d e p t h  o f  i m m e r s i o n  c h a n g e s .  H o w e v e r ,  t h i s  e f f e c t  of  
d e c r e a s i n g  a p p a r e n t  s p r i n g  c o n s t a n t  w i t h  i n c r e a s i n g  d e p t h  c a n  b e  
a s c r i b e d  to  a  " p e n d u l u m  e f f e c t "  w h i c h  a r i s e s  d u e  to  t h e  m e t h o d  of  c a l i ­
b r a t i o n .  R e f e r r i n g  to  t h e  s m a l l  f i g u r e  i n s e t  i n  F i g .  21 ,  t h e  f o r c e  w h i c h  
c a u s e s  t h e  d e f l e c t i o n  Δ i s  n o t  t h e  a p p l i e d  f o r c e  F  a l o n e  b u t  s o m e  f o r c e  
w h i c h  i s  g r e a t e r  o r  l e s s  t h a n  F  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  d e p t h  of  i m m e r s i o n .  
A s s u m i n g  s m a l l  d e f l e c t i o n s  ( w h e r e  s i n  θ ≅ θ = Δ / ℓ )  a  s p r i n g  c o n s t a n t
c a n  b e  d e r i v e d ,  Ca c t , w h i c h  e l i m i n a t e s  t h i s  e f f e c t .  D e n o t i n g  t h e  
m e a s u r e d  s p r i n g  c o n s t a n t ,  i .  e . , t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  o b t a i n e d  f r o m  
F i g .  2 1 ,  a s  C ,  t h e  a c t u a l  b o d y  w e i g h t  a s  W, t h e  w e i g h t  o f  t h e  d i s p l a c e d  
f l u i d  a s  W f , a n d  t h e  " p e n d u l u m "  l e n g t h  a s  ℓ , o n e  o b t a i n s  t h e  f o l l o w i n g  
e x p r e s s i o n  f o r  Cact:
(41)
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F i g .  21 .  V a r i a t i o n  o f  B o d y  D i s p l a c e m e n t  w i t h  A p p l i e d  F o r c e
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T h e  m e a s u r e d  a n d  a c t u a l  v a l u e s  of  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  f o r  t h r e e  d i f f e r e n t  
d e p t h s  of  i m m e r s i o n  a n d  in  a i r  a r e  g i v e n  in  T a b l e  1. I t  i s  s e e n  t h a t  a f t e r  
a p p l y i n g  t h i s  c o r r e c t i o n  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t s  a r e  w i t h i n  7%.
D r a f t
D
(ft)
C
(l b / f t )
Cact 
( l b / f t )
0 2 9 . 4 9 2 2 . 1  (B o d y i n  a i r )
0 . 1 2 2 5 . 6 2 0 . 7 4
0 . 1 9 5 2 2 . 7 2 1 . 1
0 . 3 7 5 1 7 . 3 2 0 . 9 8
T a b l e  1. C o m p a r i s o n  o f  A p p a r e n t  a n d  A c t u a l  S p r i n g  
C o n s t a n t s  f o r  V a r i o u s  D r a f t s  o f  t h e  B o d y
F o r  t h e  f o r c e d  o s c i l l a t i o n  s t u d i e s  t h e  b o d y  w a s  m a d e  n e u t r a l l y  
b u o y a n t ;  h o w e v e r ,  f o r  t h e  m a j o r i t y  o f  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  e x p e r i m e n t s  
o n l y  o n e  b o d y  w e i g h t  i n  a i r  w a s  u s e d  f o r  a  n u m b e r  o f  d i f f e r e n t  s p r i n g  
l e n g t h s  ( o r  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s )  a n d  d e p t h s  of  i m m e r s i o n .  T h e  f a c t  t h a t  
t h e  b o d y  m a y  n o t  b e  n e u t r a l l y  b u o y a n t  d o e s  n o t  a f f e c t  t h e  e v a l u a t i o n  of  
t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  a s  l o n g  a s  t h e  m e a s u r e d  s p r i n g  c o n s t a n t  
i s  u s e d .
T h e  v a r i a t i o n  of  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  CM a s  a  f u n c t i o n  of  t h e
r a t i o  of  t h e  d r a f t  o f  t h e  b o d y  to  t h e  w i d t h  o f  t h e  b o d y ,  D / B ,  i s  s h o w n  i n  
F i g .  22 .  T h e  d a t a  s h o w n  a r e  f o r  a  n u m b e r  of  e x p e r i m e n t s  h a v i n g  d i f ­
f e r e n t  d e p t h s  of  w a t e r ,  b o d y  w e i g h t s ,  a n d  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s .  ( T h e  
i n t e r e s t e d  r e a d e r  i s  d i r e c t e d  to  t h e  A p p e n d i x ,  T a b l e  A - 1 , w h i c h  p r e ­
s e n t s  t h e  p h y s i c a l  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  d a t a  of  F i g .  2 2 . )  T h e r e  a p p e a r s
59F i g .  22 .  V a r i a t i o n  of  V i r t u a l  M a s s  C o e f f i c i e n t ,  C M , w i t h  
R a t i o  of  D r a f t  o f  B o d y  to  B e a m  o f  B o d y ,  D / B
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to  b e  a  s i g n i f i c a n t  s c a t t e r  i n  t h e s e  d a t a  w h i c h  m a y  b e  a t t r i b u t a b l e  i n  
p a r t  t o  e x p e r i m e n t a l  e r r o r .  I f  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t  a n d  t h e  n a t u r a l  f r e ­
q u e n c y  of  t h e  b o d y  w e r e  i n  e r r o r  b y  2%, t h i s  c o u l d  l e a d  to  a n  e r r o r  in  
t h e  a n a l y t i c a l l y  d e t e r m i n e d  m a s s  o f  t h e  b o d y  of  a t  m o s t  6%. A s s u m i n g  
t h e  e v a l u a t i o n  of  t h e  m a s s  i n  w a t e r  a n d  in  a i r  to  b e  i n  e r r o r  t h e  s a m e  
a m o u n t ,  a n  e r r o r  of  a p p r o x i m a t e l y  10% w o u l d  o c c u r  i n  t h e  v i r t u a l  m a s s
c o e f f i c i e n t  C M.
T w o  of  t h e  t h r e e  c u r v e s  s h o w n  i n  F i g .  22 a r e  u p p e r  a n d  l o w e r  b o u n d s  
on  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  a n d  t h e  d a s h e d  c u r v e  i s  e s s e n t i a l l y  a n  
a v e r a g e  c u r v e .  T h e  u p p e r  a n d  l o w e r  c u r v e s  a t  m o s t  s h o w  a  d e v i a t i o n  of  
±5% f r o m  t h e  a v e r a g e  c u r v e ,  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  o b s e r v e d  s c a t t e r  c o u l d  
b e  d u e  to  e x p e r i m e n t a l  e r r o r s  i n v o l v e d  i n  d e t e r m i n i n g  C a n d  ω· N e v e r ­
t h e l e s s  t h e r e  i s  a  d e f i n i t e  t r e n d  i n  t h e  v a l u e  of  C M  w i t h  d r a f t  s h o w i n g  
a n  i n c r e a s e  of  a p p r o x i m a t e l y  15% a s  t h e  d r a f t  i n c r e a s e s  f r o m  0. 2 o f  t h e  
w i d t h  t o  n e a r l y  t h e  f u l l  b o d y  w i d t h .  T h i s  i s  i n t e r e s t i n g ,  s i n c e  W i l s o n  (5) 
s h o w s  t h e  v a r i a t i o n  of  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  o n l y  t o  b e  a  f u n c t i o n  
of  t h e  b o d y  a s p e c t  r a t i o  ( B / 2 L ) .
D u e  to  t h e  e r r o r  w h i c h  i s  i n h e r e n t  i n  a  m e t h o d  s u c h  a s  t h i s  i t  i s  
d i f f i c u l t  t o  d e t e c t  o t h e r  f a c t o r s  w h i c h  m a y  b e  i m p o r t a n t .  S o m e  p o s s i b l e  
f a c t o r s  a r e  w a v e s  g e n e r a t e d  by  t h e  b o d y  c o m b i n e d  w i t h  t h e  l o c a t i o n  of  
t h e  b o d y  w i t h  r e s p e c t  to  a  r e f l e c t i n g  s u r f a c e ,  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  
t h e  b o d y ,  t h e  d i s t a n c e  f r o m  t h e  b o t t o m  of  t h e  b o d y  to  t h e  b o t t o m  o f  t h e  
b a s i n ,  a n d  t h e  d e p t h  of  w a t e r .
T h e  f i r s t  f a c t o r ,  i .  e . , t h e  e f f e c t  of  r e f l e c t e d  w a v e s  o n  t h e  a d d e d  
m a s s ,  d o e s  n o t  a p p e a r  to  b e  s e r i o u s  w h e n  o n e  c o n s i d e r s  t h e  r e s u l t s  
f r o m  R u n s  14,  15,  a n d  16.  T h e  d i s t a n c e  of  t h e  c e n t e r  of  t h e  b o d y  f r o m
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t h e  n e a r e s t  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  i n  t h e s e  t h r e e  c a s e s  w a s  2 f t ,  4 f t ,  a n d  
6 f t  r e s p e c t i v e l y  y e t  a t  m o s t  t h e r e  i s  a  2% v a r i a t i o n  i n  C M . H o w e v e r ,  
s i n c e  a  c e r t a i n  a m o u n t  o f  e n e r g y  i s  i m p a r t e d  to  t h e  f l u i d  b y  w a v e  g e n e r a ­
t i o n ,  t h i s  w o u l d  c e r t a i n l y  a f f e c t  t h e  a s s o c i a t e d  h y d r o d y n a m i c  m a s s  of  
t h e  b o d y .
O t h e r s  h a v e  p o i n t e d  o u t  t h e  e f f e c t  of  f r e q u e n c y  of  o s c i l l a t i o n  on  t h e  
v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  of  a  b o d y  m o v i n g  n o r m a l l y  t o  t h e  w a t e r  s u r f a c e  
( s e e  K o r v i n - K r o u k o v s k y  (13) ,  W e n d e l  (14) ,  a n d  Yu a n d  U r s e l l  (19)) .
T h e r e  i s  p r o b a b l y  a n  e f f e c t  o f  f r e q u e n c y  in  t h e s e  d a t a ,  s i n c e  t h e  s i z e  
o f  t h e  w a k e  o f  a  b o d y  m o v i n g  in  a  h o r i z o n t a l  p l a n e  s h o u l d  b e  a  f u n c t i o n  
o f  f r e q u e n c y  a s  w e l l  a s  t h e  e n e r g y  w h i c h  g o e s  i n t o  w a v e  g e n e r a t i o n ;  
h o w e v e r ,  t h e  t r e n d  i s  n o t  a p p a r e n t .  T h i s  a l s o  a p p l i e s  t o  t h e  c l e a r a n c e  
a n d  d e p t h  w h i c h  Yu  a n d  U r s e l l  (19)  f o u n d  to  b e  i m p o r t a n t  i n  d e f i n i n g  t h e  
f o r c e  o n  a n  o s c i l l a t i n g  c y l i n d e r  in  a  f r e e  s u r f a c e .
T h e  v a l u e s  o f  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  o b t a i n e d  b y  W i l s o n  (5) 
f o r  a  b e a m - l e n g t h  r a t i o  o f  0 . 2 5  a r e  s h o w n  i n  F i g .  22 b y  a r r o w s .  T h e s e  
a r e  r e p o r t e d  b y  W i l s o n  a s  v a l u e s  p r o p o s e d  by  W e n d e l  (14)  a n d  B r o w n e  
e t  a l (20)  f o r  t h e  u p p e r  a n d  l o w e r  v a l u e s  r e s p e c t i v e l y .  I t  i s  s e e n  t h a t  
t h e s e  v a l u e s  c o r r e s p o n d  e s s e n t i a l l y  to  a v e r a g e  v a l u e s  o f  t h e  v i r t u a l  
m a s s  c o e f f i c i e n t s  d e t e r m i n e d  i n  t h e s e  e x p e r i m e n t s .
T h e s e  d a t a  e m p h a s i z e  t h e  n e e d  f o r  a  m o r e  t h o r o u g h  e x p e r i m e n t a l  
s t u d y  o f  t h i s  a s p e c t  of  t h e  p r o b l e m .  I t  w o u l d  b e s t  b e  h a n d l e d  b y  s t u d y i n g  
t h e  f o r c e s  a n d  t h e  w a v e s  g e n e r a t e d  b y  t h e  f o r c e d  o s c i l l a t i o n s  o f  s u c h  a  
b o d y  i n  a  l o n g  w a v e  t a n k  h a v i n g  a d e q u a t e  a b s o r b i n g  m a t e r i a l s  a t  e i t h e r  
e n d .  T h i s  c o u p l e d  w i t h  a  t h e o r e t i c a l  s t u d y  w o u l d  a l l o w  t h e  e v a l u a t i o n  
o f  f o r c e  c o e f f i c i e n t s  s i m i l a r  to  t h o s e  s h o w n  in  R e f .  1 9 . In  o t h e r  w o r d s
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i n  o r d e r  t o  a c c u r a t e l y  e v a l u a t e  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  i t  s h o u l d  n o t  
b e  i n f e r r e d ,  a s  w a s  d o n e  h e r e ,  f r o m  o t h e r  s y s t e m  p a r a m e t e r s ,  b u t  i t  
s h o u l d  b e  m e a s u r e d  m o r e  d i r e c t l y  t h r o u g h  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  f o r c e s  
i n v o l v e d .  T h i s  t y p e  of  s t u d y  w o u l d  a l s o  b e  o f  i n t e r e s t  i n  d e t e r m i n i n g  in  
a  d e t a i l e d  w a y  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  t h e  t i m e  h i s t o r y  of  f o r c e  on  
a  b o d y  a n d  t h e  v i r t u a l  m a s s  d e f i n e d  t h r o u g h  E q .  2 4 c .
T h e  d i s s i p a t i v e  e f f e c t s ,  i .  e . , t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t s ,  β x / ω ,  w e r e  
d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  l o g a r i t h m i c  d e c a y  o f  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n s  of  t h e  b o d y  
a s  s h o w n  i n  F i g .  23 a n d  E q .  42 .
F i g .  23 .  S c h e m a t i c  D r a w i n g  of  D a m p e d  F r e e  O s c i l l a t i o n s  o f  B o d y
F r o m  E q .  40 i t  i s  s e e n  t h a t  βx / ω  i s  i n  r e a l i t y  a  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  a n d  
i f  l a r g e  e n o u g h  t h e  s y s t e m  w i l l  b e  o v e r l y  d a m p e d  w i t h  no  a p p a r e n t  
o s c i l l a t i o n .
E x p e r i m e n t a l l y  t h e  v a l u e  o f  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  w a s  o b t a i n e d  
f r o m  th e  n o r m a l i z e d  c u r v e s  o f  Η / Η 1 v s  t ,  s u c h  a s  t h o s e  p r e s e n t e d  i n
(42)
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F i g .  24 f o r  R u n  6. E a c h  p o i n t  r e p r e s e n t s  t h e  n o r m a l i z e d  d i s t a n c e  b e t w e e n  
m a x i m u m  a n d  m i n i m u m  e n v e l o p e s  t o  t h e  d e c a y  c u r v e s .  I t  w a s  e s t a b l i s h e d  
in  a n o t h e r  g r a p h  t h a t  t h e  e x p o n e n t i a l  d e c a y  of  E q .  40 a l s o  a p p l i e d  to  
t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n s  i n  a i r .  D u e  to  t h e  s m a l l  d e g r e e  of  d a m p i n g  in  t h i s  
c a s e  a  m u c h  l o n g e r  s a m p l e  r e c o r d  w a s  t a k e n  t o  d e t e r m i n e  βx / ω  t h a n  
f o r  t h e  d a m p e d  o s c i l l a t i o n s  i n  w a t e r .  F o r  t h i s  r e a s o n  a n d  b e c a u s e  of  
t h e  t i m e  s c a l e  o f  F i g .  25 o n l y  o n e  p o i n t  i s  p r e s e n t e d  h e r e .  S i n c e  t h e  
c a s e  o f  a i r  d a m p i n g  a l s o  i n c l u d e s  t h e  a t t e n d e n t  s t r u c t u r a l  d a m p i n g  in  
t h e  s y s t e m ,  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  t h e  d e c a y  of  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n s  i n  w a t e r  
i s  p r i m a r i l y  d u e  to  v i s c o u s  a n d  f r e e  s u r f a c e  e f f e c t s .
T h e  v a l u e s  o f  βx / ω  a r e  o b t a i n e d  f r o m  c u r v e s  s u c h  a s  t h e s e  a f t e r  
s u b t r a c t i n g  t h e  v a l u e  of  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t ,  f o r  t h e  f r e e  o s c i l l a ­
t i o n s  i n  a i r .  T h e s e  d a t a  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  25 a s  a  f u n c t i o n  o f  ω D, 
t h e  p r o d u c t  of  c i r c u l a r  n a t u r a l  f r e q u e n c y  a n d  d r a f t .  I t  m a y  b e  c o n ­
s i d e r e d  b e t t e r  t o  u s e  a  t y p e  of  R e y n o l d s  n u m b e r  a s  t h e  a b s c i s s a ,  h o w ­
e v e r ,  i t  w a s  f e l t  t h a t  t h i s  w o u l d  t e n d  to  i n d i c a t e  a  m o r e  g e n e r a l  
r e l a t i o n s h i p  t h a n  t h e  d a t a  w a r r a n t e d .  S i n c e  t h e  b o d y  w a s  i n i t i a l l y  d i s ­
p l a c e d  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  d i s t a n c e  f o r  t h e  d a t a  s h o w n ,  t h e  q u a n t i t y  
ω D i s  e s s e n t i a l l y  a  R e y n o l d s  n u m b e r  t o  w i t h i n  a  c o n s t a n t  of  p r o p o r t i o n ­
a l i t y ,  d e f i n i n g  t h e  R e y n o l d s  n u m b e r  a s  R = ωXD/ν. T h e  q u a n t i t y  βx /ω
p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  ωD s h o w s  a  g e n e r a l  i n c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  ωD.
I t  i s  i n s t r u c t i v e  a t  t h i s  p o i n t  to  l o o k  c l o s e r  a t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  βx / ω .
F r o m  E q s . 19 a n d  24b  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  f o r  d a m p e d  f r e e  o s c i l l a ­
t i o n s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s :
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F i g .  24 .  D a m p e d  F r e e  O s c i l l a t i o n  o f  B o d y
65F i g .  25 .  V a r i a t i o n  of  D a m p i n g  C o e f f i c i e n t  β x / ω  w i t h  P r o d u c t  
of  C i r c u l a r  F r e q u e n c y  a n d  D r a f t ,  ω D
66
If  x  i s  e x p r e s s e d  a s  t h e  m a x i m u m ,  ω Χ ,  ( w h e n  t  = 0 a n d  φ = 0) ,  t h e n  t h e  
d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  b e c o m e s :
A n  i n c r e a s e  i n  βx/ω, a s  s h o w n  in  F i g .  25 ,  w o u l d  t h e n  i m p l y  a  c o r r e s p o n d i n g
i n c r e a s e  i n  C D_x f o r  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  i n i t i a l  b o d y  d i s p l a c e m e n t ,  X,  a n d  
v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t ,  C M . F o r  a  s h a p e  s u c h  a s  t h i s  b o d y ,  o n e  w o u l d  
e x p e c t  o n l y  a  s m a l l  v a r i a t i o n  of  t h e  d r a g  c o e f f i c i e n t  w i t h  R e y n o l d s  N u m b e r .
T h e  e x p l a n a t i o n  of  t h e  i n c r e a s e  i n  βx/ω w i t h  ωD p e r h a p s  l i e s  i n  t h e  e f f e c t
o f  w a v e  g e n e r a t i o n  u p o n  t h e  q u a n t i t y  βx/ω.
F r o m  E q .  40 i t  i s  s e e n  t h a t  f o r  t h e  c a s e  of  f r e e  o s c i l l a t i o n s  a l l  d i s s i -
p a t i v e  e f f e c t s  e n t e r  i n t o  t h e  d e t e r m i n a t i o n  of  t h e  c o e f f i c i e n t  βx/ω. F o r  a
g i v e n  a m p l i t u d e  of  b o d y  m o t i o n ,  s i n c e  t h e  e n d s  o f  t h e  b o d y  a c t  a s  w a v e  
g e n e r a t o r s ,  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  g e n e r a t e d  a n d  h e n c e  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t e d  
b y  t h e  b o d y  w o u l d  i n c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  f r e q u e n c y  of  o s c i l l a t i o n .  It  
a p p e a r s  t h a t  t h i s  i s  a n  i m p o r t a n t  p a r t  o f  t h e  d i s s i p a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  
t h e  b o d y  f o r  t h i s  t y p e  o f  o s c i l l a t i o n .  S i n c e  t h e  f o r c e d  a n d  f r e e  o s c i l l a t i o n s  
o f  t h e  b o d y  a r e  b a s i c a l l y  d i f f e r e n t  i n s o f a r  a s  w a v e  g e n e r a t i o n  i s  c o n c e r n e d ,  
o n e  w o u l d  n o t  e x p e c t  t h e  e v a l u a t i o n  of  t h e  d a m p i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  f r o m  
f r e e  o s c i l l a t i o n s  to  g i v e  a  r e a l i s t i c  p i c t u r e  of  t h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  
a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  d y n a m i c s  o f  m o o r e d  b o d i e s  i n  w a v e s .  H o w e v e r ,  i t  
w i l l  b e  s h o w n  t h a t ,  f o r  m o s t  of  t h e  e x p e r i m e n t s  d e s c r i b e d  h e r e i n ,  e n e r g y  
d i s s i p a t i o n  i s  r e l a t i v e l y  u n i m p o r t a n t  i n  d e s c r i b i n g  t h e  f o r c e d  o s c i l l a t i o n s  
of  t h e  m o o r e d  b o d y  i n  t h e  l a b o r a t o r y  s y s t e m .
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B e f o r e  d i s c u s s i n g  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  a  s i m p l y  
m o o r e d  b o d y  in  s u r g e  i n  a  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m ,  s o m e  c o m m e n t s  s h o u l d  
b e  m a d e  a b o u t  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  b a s i n  a l o n e .  C o n s i d e r  a  s i m p l e  r e c ­
t a n g u l a r  w a v e  b a s i n  w i t h  a  p a d d l e  w a v e  g e n e r a t o r ,  w h i c h  i s  h i n g e d  a t  t h e  
b o t t o m ,  a t  o n e  e n d  of  t h e  b a s i n ,  p a r a l l e l  w a l l s  p e r p e n d i c u l a r  to  a n d  a t  t h e  
e n d s  of  t h e  p a d d l e ,  a n d  a  p e r f e c t l y  r e f l e c t i n g  w a l l  p a r a l l e l  t o  a n d  a t  a  
d i s t a n c e  " a "  f r o m  t h e  p a d d l e .  I t  h a s  b e e n  s h o w n  ( s e e  I p p e n  a n d  R a i c h l e n  
(17))  t h a t  v a r i a t i o n  o f  w a v e  h e i g h t  a t  t h e  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  w i t h  w a v e  
l e n g t h  f o r  t h e  i n v i s c i d  c a s e  i s  a p p r o x i m a t e l y  g i v e n  by:
(43)
w h e r e i n  δo i s  t h e  a m p l i t u d e  of  t h e  p a d d l e  m o t i o n  a t  t h e  w a t e r  s u r f a c e  a n d  
λo i s  t h e  d e e p  w a t e r  w a v e  l e n g t h .
E q .  43 s a y s  t h a t  o n e  w o u l d  e x p e c t  i n f i n i t e  w a v e  h e i g h t s  ( r e s o n a n c e )  
a t  v a l u e s  o f  k a  e q u a l  t o  i n t e g r a l  m u l t i p l e s  o f  π .  F o r  t h e  f u n d a m e n t a l  m o d e  
t h i s  m e a n s  t h a t  a t  r e s o n a n c e  t h e  w a v e  l e n g t h  i s  o n e  h a l f  t h e  l e n g t h  o f  t h e  
b a s i n .  I n  o t h e r  w o r d s  w h e n  t h e  p a d d l e  i s  p a s s i n g  t h r o u g h  t h e  z e r o  m o t i o n  
p o i n t  ( the  p l a n e  o f  t h e  p a d d l e  i s  v e r t i c a l )  e i t h e r  a  m a x i m u m  o r  a  m i n i m u m  
w a v e  a m p l i t u d e  o c c u r s  a t  b o t h  t h e  p a d d l e  a n d  t h e  e n d  w a l l  l o c a t e d  a  d i s ­
t a n c e  " a "  f r o m  t h e  p a d d l e .  S i n c e  i n  t h i s  p o s i t i o n  t h e  p a d d l e  h a s  a t t a i n e d  
t h e  m a x i m u m  v e l o c i t y ,  t h i s  m e a n s  t h a t  m a x i m u m  k i n e t i c  e n e r g y  i s  b e i n g  
a d d e d  t o  t h e  w a v e  s y s t e m  w h e n  i t  p o s s e s s e s  o n l y  p o t e n t i a l  e n e r g y .  T h i s  
a d d i t i o n  o f  e n e r g y  i f  n o t  a f f e c t e d  b y  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n  w o u l d  c a u s e  i n f i n i t e  
a m p l i t u d e s  i n  t h e  b a s i n .
4.  2 C h a r a c t e r i s t i c s  of  W a v e  B a s i n
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T h e  w a v e  f i l t e r  l o c a t e d  i n  f r o n t  of  t h e  w a v e  g e n e r a t o r  a n d  m e n t i o n e d  
i n  S e c t i o n  3 . 1  p r o v i d e s  a d d i t i o n a l  d i s s i p a t i o n  i n  t h e  s y s t e m  a n d  a l l o w s  
t h e  w a v e  p e r i o d  to  b e  c h a n g e d  q u i c k l y  c o m p a r e d  to  a  s y s t e m  w i t h  l o w  
d i s s i p a t i o n .  T h e  r e s p o n s e  o f  t h e  b a s i n  w i t h  a  w a v e  f i l t e r  i s  s h o w n  in 
F i g .  26 f o r  w a v e  p e r i o d s  s l i g h t l y  g r e a t e r  a n d  s l i g h t l y  l e s s  t h a n  t h e  10th 
h a r m o n i c  (T = 1 . 2 2  s e c . ). T h e  w a v e  h e i g h t s  p r e s e n t e d  w e r e  m e a s u r e d  
in  a  c o r n e r  of  t h e  b a s i n  n e a r  t h e  r e f l e c t i n g  e n d .  F r o m  a c u r v e  s u c h  a s  
t h i s  i t  i s  p o s s i b l e  t o  a p p r o x i m a t e l y  d e t e r m i n e  t h e  t r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t  
of  t h e  w a v e  f i l t e r  ( s e e  I p p e n ,  e t  a l (21))  u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n :
(44)
w h e r e  K T i s  t h e  r a t i o  o f  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  w a v e  t r a n s m i t t e d  t h r o u g h  
t h e  f i l t e r  t o  t h a t  i n c i d e n t  u p o n  t h e  f i l t e r ,  H R i s  t h e  w a v e  h e i g h t  m e a s u r e d  
a t  t h e  b a c k w a l l  a t  r e s o n a n c e ,  a n d  H A i s  t h e  w a v e  h e i g h t  m e a s u r e d  a t  t h e  
b a c k w a l l  m i d w a y  b e t w e e n  r e s o n a n t  p e r i o d s .  U s i n g  E q .  44  a  t r a n s m i s s i o n  
c o e f f i c i e n t  o f  a p p r o x i m a t e l y  78% i s  o b t a i n e d .  I p p e n  a n d  G o d a  (22)  s h o w  
t h a t  t h e  t r a n s m i s s i o n  c o e f f i c i e n t  o f  w a v e  f i l t e r s  m u s t  b e  l e s s  t h a n  a p p r o x i ­
m a t e l y  50% i n  o r d e r  t o  a d e q u a t e l y  d e s c r i b e  a n  o p e n  s e a  s y s t e m .  T h e r e ­
f o r e ,  t h e  w a v e  f i l t e r  u s e d  i n  t h i s  s t u d y  o n l y  p r o v i d e s  s u f f i c i e n t  d i s s i p a t i o n  
s o  t h a t  i t  d o e s  n o t  t a k e  a  p r o h i b i t i v e  a m o u n t  o f  t i m e  f o r  t h e  w a v e  s y s t e m  
i n  t h e  b a s i n  t o  c o m e  to  a  s t e a d y  s t a t e  a f t e r  t h e  w a v e  p e r i o d  h a s  b e e n  
c h a n g e d .  T h e  r e s o n a n t  p e r i o d s  of  t h i s  b a s i n  f o r  a  1 f t  d e p t h  a n d  a  
f r i c t i o n l e s s  s y s t e m  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  2. S i n c e  t h e  w a v e  p e r i o d  v a r i e s  
a p p r o x i m a t e l y  a s  t h e  s q u a r e  r o o t  o f  t h e  w a v e  l e n g t h ,  a s  t h e  w a v e  p e r i o d  
d e c r e a s e s  t h e  p e r c e n t a g e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  r e s o n a n t  p e r i o d s  d e c r e a s e s .
F i g .  26 .  W a v e  B a s i n  R e s p o n s e  w i t h  a n d  w i t h o u t  B o d y
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T a b l e  2. R e s o n a n t  P e r i o d s  f o r  C l o s e d  B a s i n  S y s t e m
H a r m o n i c W a v e  P e r i o d  
(S e c . )
1 1 0 . 7
2 5 . 3 2
3 3 . 5 8
4 2 . 7 3
5 2 . 2 1
6 1 . 8 7
7 1 . 6 4
8 1 . 4 1
9 1 . 3 2
10 1 . 2 2
11 1 . 1 4
12 1 . 0 7
13 1 . 0 1
14 . 9 7
15 . 9 2
16 . 8 9
F i g .  26 a l s o  s h o w s  t h e  w a v e  h e i g h t s  t h a t  w e r e  o b t a i n e d  w i t h  t h e  
m o o r e d  r e c t a n g u l a r  b o d y  i n  t h e  w a t e r  a n d  l o c a t e d  w i t h  i t s  c e n t e r l i n e  
a p p r o x i m a t e l y  2 f t  f r o m  t h e  r e f l e c t i n g  s u r f a c e .  T h e  w a v e  h e i g h t s  w e r e  
m e a s u r e d  i n  t h e  s a m e  l o c a t i o n  a s  f o r  t h e  c a s e  w i t h o u t  t h e  b o d y .  T h i s
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s h o w s  s o m e  r e d u c t i o n  i n  w a v e  h e i g h t  n e a r  r e s o n a n c e  d u e  to  t h e  m o o r e d  
b o d y ,  b u t  a w a y  f r o m  r e s o n a n c e  t h e  w a v e  h e i g h t  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  
w i t h  t h e  b o d y  i n  p l a c e  a s  w i t h o u t  t h e  b o d y .  T h e r e f o r e ,  o n e  h a s  s o m e  
d e g r e e  of  c o n f i d e n c e  t h a t  a w a y  f r o m  r e s o n a n c e ,  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  
w a v e  h e i g h t  w i t h  t h e  b o d y  i n  t h e  w a t e r  a t  t h i s  l o c a t i o n  a r e  e q u i v a l e n t  to  
t h e  w a v e  h e i g h t s  w i t h  t h e  b o d y  o u t  of  t h e  w a t e r .
T h e  t w o - d i m e n s i o n a l  n a t u r e  of  t h e  w a v e  s y s t e m  i n  t h e  b a s i n  i s  s h o w n  
i n  F i g s .  2 7 a  a n d  2 7 b .  T h e  o r d i n a t e  o f  t h e  f i g u r e s  i s  t h e  w a v e  h e i g h t  
m e a s u r e d  a t  t h r e e  l o c a t i o n s  a l o n g  t h e  b a c k w a l l  o f  t h e  b a s i n ,  o n e  a t  e a c h  
c o r n e r  of  t h e  b a s i n  (7 1 / 2  in .  i n  f r o m  t h e  s i d e w a l l s  w h i c h  a r e  12 ft 
a p a r t ) ,  a n d  o n e  on  t h e  b a s i n  c e n t e r l i n e  a t  t h e  b a c k w a l l  ( a l l  m e a s u r e d  w i t h  
t h e  b o d y  in  p l a c e ) .  T h e s e  l o c a t i o n s  a r e  d e n o t e d  i n  t h e  f i g u r e  a s  E a s t ,
W e s t ,  a n d  C e n t e r .  T h e  r a t i o  o f  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  m o o r e d  b o d y  
( t  = 1 . 3 0 5  s e c )  to  t h e  s t a n d i n g  w a v e  p e r i o d  i s  p l o t t e d  a s  t h e  a b s c i s s a .
I t  i s  p l o t t e d  t h i s  w a y  s o  t h a t  t h i s  f i g u r e  c a n  b e  u s e d  in  t h e  d i s c u s s i o n  of  
t h e  r e s p o n s e  c u r v e s .  In  F i g .  2 7 a  t h e  w a v e  g e n e r a t o r  w a s  o p e r a t e d  a s  a 
p i s t o n ,  a n d  a s  a  p a d d l e  i n  F i g .  27b  m o v i n g  a t  a  s o m e w h a t  s m a l l e r  s t r o k e .
In  b o t h  c a s e s  t h e  c e n t e r l i n e  of  t h e  m o o r e d  b o d y  w a s  l o c a t e d  4 f t  f r o m  t h e  
b a c k w a l l .  F o r  t h e  p r e s e n t  d i s c u s s i o n  t h e  w a v e  h e i g h t s  m e a s u r e d  o n  t h e  
b a s i n  c e n t e r l i n e ,  d i r e c t l y  b e h i n d  t h e  b o d y ,  w i l l  b e  d i s r e g a r d e d  w i t h  
a t t e n t i o n  g i v e n  o n l y  t o  t h e  d a t a  r e f e r r i n g  to  t h e  w a v e  h e i g h t s  a t  t h e  c o r n e r s  
o f  t h e  b a s i n .  T h e  w a v e s  g e n e r a t e d  b y  t h e  p i s t o n  m o t i o n  a r e  g e n e r a l l y  
h i g h e r  f o r  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  s t r o k e  c o m p a r e d  to  t h e  c a s e  o f  t h e  g e n e r a t o r  
m o v i n g  a s  a  p a d d l e .  F o r  t h e  d a t a  of  F i g .  2 7 a  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  
w a v e  h e i g h t s  a t  t h e  t w o  c o r n e r s  o f  t h e  b a s i n  i s  l e s s  t h a n  10%. T h e  p a d d l e  
g e n e r a t e d  w a v e s ,  w h o s e  h e i g h t s  a r e  p r e s e n t e d  in  F i g .  2 7 b ,  s h o w  m o r e
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F i g .  2 7 a .  W a v e  H e i g h t  M e a s u r e d  a t  T h r e e  L o c a t i o n s  a l o n g  
B a s i n  B a c k w a l l  a s  a  F u n c t i o n  o f  R e l a t i v e  P e r i o d ,  
(. 3 < τ/ T  < . 9 ) ,  B o d y  in  P l a c e
F i g .  2 7 b .  W a v e  H e i g h t  M e a s u r e d  a t  T h r e e  L o c a t i o n s  a l o n g  
B a s i n  B a c k w a l l  a s  a  F u n c t i o n  o f  R e l a t i v e  P e r i o d ,  
( . 7  < τ / T  <  1 . 4 ) ,  B o d y  in  P l a c e
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s c a t t e r  a l t h o u g h  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  c o r n e r s ,  e x c e p t  f o r  v e r y  l o w  
w a v e  h e i g h t s ,  i s  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e .  T h e  v a r i o u s  b a s i n  h a r m o n i c s  
a r e  i n d i c a t e d  a l o n g  t h e  a b s c i s s a  b y  t h e  a r r o w s  a n d  t h e  n u m b e r  of  t h e  
h a r m o n i c  w r i t t e n  a b o v e .  T h e s e  v a l u e s  c o r r e s p o n d  f a i r l y  w e l l  to  t h e  
m a x i m a  of  t h e  d a t a  p r e s e n t e d .
4 . 3  C h a r a c t e r i s t i c s  of  M o o r e d  B o d y  i n  F o r c e d  O s c i l l a t i o n
4 . 3 . 1  L i n e a r i t y  of  S y s t e m
B e f o r e  d i s c u s s i n g  t h e  g e n e r a l  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  a
s i m p l y  m o o r e d  b o d y ,  i t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  l i n e a r i t y  of  t h e
e x p e r i m e n t a l  s y s t e m .  T h i s  w a s  a c c o m p l i s h e d  by  v a r y i n g  t h e  s t r o k e  of
t h e  w a v e  g e n e r a t o r ,  a n d  i t s  m o d e  of  o p e r a t i o n  ( p i s t o n  o r  p a d d l e  m o t i o n )
f o r  t h e  s a m e  w a v e  p e r i o d s  a n d  m e a s u r i n g  t h e  c o r r e s p o n d i n g  w a v e  h e i g h t s
a n d  b o d y  m o t i o n s .  I f  t h e  s y s t e m  i s  l i n e a r ,  t h e  r e s p o n s e  f u n c t i o n  X/A
s h o u l d  b e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s t r o k e  o f  t h e  w a v e  m a c h i n e .  T h e  r e s u l t s  
o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  a r e  s h o w n  i n  F i g .  28 w h e r e  i n  t h e  l o w e r  p o r t i o n  of  
t h e  f i g u r e  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  a n d  r e s u l t i n g  b o d y  m o t i o n s  a r e  p l o t t e d  
a g a i n s t  t h e  n o r m a l i z e d  w a v e  p e r i o d ,  τ /T, a n d  in  t h e  u p p e r  h a l f  o f  t h e  
f i g u r e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r e s p o n s e  f u n c t i o n  X/A i s  p r e s e n t e d .
T h e  s t r o k e  o f  t h e  w a v e  g e n e r a t o r  w a s  v a r i e d  f r o m  0 . 0 2 0 7  to  0 . 0 7 3 5  in .  
f o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  g e n e r a t o r  w a s  o p e r a t i n g  a s  a  p i s t o n ,  a n d  f r o m  
0 . 0 4 3 5  i n .  t o  0 . 0 6 4  in .  w h e n  i t  w a s  o p e r a t i n g  a s  a  p a d d l e .  H e n c e ,  t h e r e  
w a s  a t  m o s t  a  t h r e e - f o l d  v a r i a t i o n  in  s t r o k e .  T h e r e f o r e ,  t h e r e  w o u l d  b e  
c o r r e s p o n d i n g  v a r i a t i o n s  i n  t h e  h e i g h t  of  t h e  g e n e r a t e d  w a v e  f o r  t h e  s a m e  
w a v e  p e r i o d .  T h e  w a v e  h e i g h t s  d e n o t e d  a s  2A w e r e  m e a s u r e d  in  t h e  t w o  
c o r n e r s  of  t h e  b a s i n  a n d  o n  t h e  b a s i n  c e n t e r l i n e ,  t h e  e x a c t  l o c a t i o n s  h a v e  
b e e n  d e s c r i b e d  p r e v i o u s l y .  T h e s e  l o c a t i o n s  a r e  d e n o t e d  i n  F i g .  28 a s
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F i g .  28 .  T h e  E f f e c t  of  W a v e  G e n e r a t o r  S t r o k e  on  W a v e  H e i g h t ,  
B o d y  D i s p l a c e m e n t ,  a n d  R e s p o n s e  F u n c t i o n
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E a s t ,  W e s t ,  a n d  C e n t e r .  T h e  m a x i m u m  e x c u r s i o n s  of  t h e  b o d y ,  2X,  
a r e  s h o w n  in  t h e  l o w e r  h a l f  o f  t h e  f i g u r e .  T h e  c e n t e r l i n e  of  t h e  b o d y  w a s  
l o c a t e d  4 f t  f r o m  t h e  b a s i n  b a c k w a l l  f o r  a l l  d a t a  s h o w n .
I t  i s  s e e n  f r o m  t h i s  f i g u r e  t h a t  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  
b o d y  a r e  r e a s o n a b l y  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  h e i g h t  o f  t h e  s t a n d i n g  w a v e .  ( T h e  
n o r m a l i z i n g  w a v e  h e i g h t  u s e d  i n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d e f i n i t i o n  o f  t h e  r e s p o n s e  
f u n c t i o n  i s  t h e  a v e r a g e  of  t h e  w a v e  h e i g h t s  m e a s u r e d  in  t h e  t w o  c o r n e r s  
of  t h e  b a s i n  f u r t h e s t  f r o m  t h e  w a v e  m a c h i n e .  ( T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  i s  d i s -  
c u s s e d  i n  S e c t i o n  4 . 3 . 3 . )  F o r  i n s t a n c e ,  a t  a  v a l u e  o f  τ/T = 0 . 9 6  t w o  w a v e s  
w e r e  g e n e r a t e d ;  o n e  w i t h  a n  a v e r a g e  h e i g h t  of  0 . 0 2  in .  a n d  o n e  w i t h  a n  
a v e r a g e  h e i g h t  of  0 . 0 4 3  in .  T h e  c o r r e s p o n d i n g  a m p l i f i c a t i o n  f a c t o r s  X/A
s h o w n  a r e  4 . 7 5  a n d  4 . 9 5 .  T h e  d i s c r e p a n c i e s  h e r e  a n d  a t  o t h e r  w a v e  
p e r i o d s  a r e  p r o b a b l y  d u e  m o r e  to  t h e  d i f f i c u l t y  of  a c c u r a t e l y  m e a s u r i n g  
v e r y  s m a l l  w a v e  h e i g h t s  a n d  b o d y  m o t i o n s  r a t h e r  t h a n  t o  n o n - l i n e a r i t i e s  
o f  t h e  s y s t e m .  F r o m  F i g .  28 i t  i s  f e l t  t h a t  t h e  g e n e r a l  s t a t e m e n t  c a n  b e  
m a d e  t h a t  t h e  m o o r e d  b o d y  r e s p o n d s  i n  a  l i n e a r  f a s h i o n  to  i n c i d e n t  
s t a n d i n g  w a v e s .
4 . 3 . 2  G e n e r a l  C h a r a c t e r i s t i c s  o f  W a v e  S y s t e m
O n e  o f  t h e  o b j e c t i v e s  of  t h i s  s t u d y  w a s  to  i n v e s t i g a t e  t h e  f o r c e d  
o s c i l l a t i o n s  of  a  s i m p l y  m o o r e d  b o d y  f o r  a  w a v e  s y s t e m  r a n g i n g  f r o m  
d e e p - w a t e r  w a v e s  to  s h a l l o w - w a t e r  w a v e s .  T o  a c c o m p l i s h  t h i s  tw o  
n a t u r a l  p e r i o d s  ( f r e q u e n c i e s )  o f  t h e  b o d y  w e r e  c h o s e n .  F o r  o n e  c a s e  t h e  
n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  b o d y  w a s  a d j u s t e d  s o  t h a t  i t  c o r r e s p o n d e d  to  t h e  
a v e r a g e  p e r i o d  of  w a v e s  t h a t  w e r e  i n  t h e  i n t e r m e d i a t e  r a n g e  b e t w e e n  d e e p  
a n d  s h a l l o w - w a t e r  w a v e s  f o r  t h e  d e p t h  of  w a t e r  u s e d .  In  t h e  s e c o n d  c a s e  
t h e  n a t u r a l  p e r i o d  o f  t h e  b o d y  w a s  a d j u s t e d  to  b e  i n  t h e  d e e p - w a t e r  w a v e  
p e r i o d  r e g i o n  f o r  t h i s  d e p t h .
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T h e  r a n g e  o f  p e r i o d s  u s e d  i n  t h e  p r o g r a m  i s  s h o w n  i n  F i g .  29 w h e r e  
t h e  r a t i o  o f  t h e  w a v e  l e n g t h  t o  t h e  d e e p  w a t e r  w a v e  l e n g t h  f o r  t h a t  w a v e  
p e r i o d  i s  p l o t t e d  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  r a t i o  o f  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  
b o d y  to  t h e  w a v e  p e r i o d .  T h i s  f i g u r e  s h o w s  t h a t  f o r  t h e  b o d y  w i t h  t h e  
l a r g e r  n a t u r a l  p e r i o d  t h e  m a j o r  p o r t i o n  o f  t h e  t e s t i n g  p r o g r a m  w a s  o v e r  
a  r a n g e  o f  w a v e  l e n g t h s  t h a t  w a s  g r e a t e r  t h a n  40% of  t h e  c o r r e s p o n d i n g  
d e e p  w a t e r  w a v e  l e n g t h ;  w h e r e a s  f o r  t h e  s m a l l e r  n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  
b o d y  t h e  w a v e  l e n g t h  o v e r  t h e  m a j o r  r a n g e  of  t e s t i n g  w a s  g r e a t e r  t h a n  
75% o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e e p - w a t e r  w a v e  l e n g t h .
M o r e  g e n e r a l  w a v e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  s h o w n  in  F i g s .  3 0 a  a n d  30b  
f o r  b o d y  n a t u r a l  p e r i o d s  o f  1 . 3 0 5  s e c  a n d  0 . 6 6 4  s e c  r e s p e c t i v e l y .  In  
e a c h  of  t h e s e  f i g u r e s  t h e  w a v e  l e n g t h ,  w a v e  n u m b e r ,  r a t i o  of  d e p t h  to  
w a v e  l e n g t h ,  a n d  r a t i o  o f  b o d y  l e n g t h  to  w a v e  l e n g t h  a r e  p l o t t e d  a s  
f u n c t i o n s  of  t h e  r a t i o  o f  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  b o d y  to  t h e  w a v e  p e r i o d .
I t  i s  i n t e r e s t i n g  to  o b s e r v e  f r o m  t h e s e  c u r v e s  t h e  r a t i o  o f  t h e  b o d y  l e n g t h  
t o  t h e  w a v e  l e n g t h  n e a r  r e s o n a n c e  (τ/T =  1 ) . F o r  t h e  c a s e  of  t h e  b o d y  w i t h  
t h e  l a r g e r  n a t u r a l  p e r i o d  ( t  = 1 . 3 0 5  s e c . ) t h e  w a v e  l e n g t h  i s  a p p r o x i m a t e l y  
t h r e e  t i m e s  t h e  b o d y  l e n g t h  n e a r  r e s o n a n c e ,  w h e r e a s  f o r  t h e  b o d y  h a v i n g  a  
n a t u r a l  p e r i o d  of  0 . 6 6 4  s e c .  t h i s  r a t i o  i s  a p p r o x i m a t e l y  u n i t y .
4 . 3 . 3  R e s p o n s e  of  M o o r e d  B o d y
T h r e e  r e s p o n s e  c u r v e s  w e r e  o b t a i n e d  f o r  e a c h  of  t h e  t w o  n a t u r a l  
p e r i o d s  o f  t h e  b o d y .  E a c h  s e t  of  c u r v e s  i s  f o r  a  p a r t i c u l a r  d i s t a n c e  of  t h e  
b o d y  f r o m  t h e  b a c k w a l l  of  t h e  b a s i n .
F i g s .  3 1 ,  32 ,  a n d  33 s h o w  t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e s  a n d  c o r r e s ­
p o n d i n g  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  d i s t a n c e s  o f  1 . 9 5  f t ,  4 . 0  f t ,  a n d  6 . 0  f t  
r e s p e c t i v e l y  f r o m  t h e  b a c k w a l l  o f  t h e  b a s i n  t o  t h e  c e n t e r  of  t h e  b o d y  f o r
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F i g .  2 9 . V a r i a t i o n  o f  R a t i o  of  W a v e  L e n g t h  t o  D e e p - W a t e r  
W a v e  L e n g t h ,  λ / λ ο , w i t h  R e l a t i v e  P e r i o d  τ/ T
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F i g .  3 0 a .  G e n e r a l  C h a r a c t e r i s t i c s  of  W a v e  S y s t e m  
(τ = 1 . 3 0 5  s e c . )
F i g .  30b .  G e n e r a l  C h a r a c t e r i s t i c s  of  W a v e  S y s t e m  
(τ = 0 . 6 6 4  s e c . )
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F i g .  31 .  R e s p o n s e  C u r v e  of S i n g l e  M o o r e d  B o d y
(τ  = 1 . 3 0 5  s e c . ,  b  = 1 . 9 5  f t)
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F i g .  32 .  R e s p o n s e  C u r v e  of  S i n g l e  M o o r e d  B o d y
(τ = 1 . 3 0 5  s e c . ,  b  =  4 . 0  ft)
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F i g .  33 .  R e s p o n s e  C u r v e  of  S i n g l e  M o o r e d  B o d y
(τ = 1 . 3 0 5  s e c . ,  b  = 6 . 0  ft)
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a  n a t u r a l  p e r i o d  o f  t h e  b o d y  of  1 . 305  s e c .  T h e  w e i g h t  o f  t h e  b o d y  w a s  
a d j u s t e d  s o  t h a t  f o r  t h e  d e p t h  of  i m m e r s i o n  c h o s e n  (D ≅ 0 . 3 7 5  f t )  t h e  
b o d y  w a s  n e u t r a l l y  b u o y a n t .
T h e  r e s u l t s  o f  f o u r  d i f f e r e n t  e x p e r i m e n t s  a r e  s h o w n  in  F i g .  31 .  T h e  
w a v e  a m p l i t u d e s  u s e d  i n  n o r m a l i z i n g  t h e  o r d i n a t e s  w e r e  o b t a i n e d  f r o m  
t h e  a v e r a g e  of  m e a s u r e m e n t s  t a k e n  n e a r  t h e  t w o  c o r n e r s  of  t h e  b a s i n  
f u r t h e s t  f r o m  t h e  w a v e  m a c h i n e  ( a p p r o x i m a t e l y  7 1 / 2 in .  f r o m  t h e  b a s i n  
s i d e w a l l s  a n d  1 / 2  i n .  f r o m  t h e  b a c k w a l l ) .  I n f o r m a t i o n  on  t h e  s t r o k e  a n d  
c o n f i g u r a t i o n  o f  t h e  w a v e  g e n e r a t o r  a r e  p r e s e n t e d  in  T a b l e  3 f o r  R u n s  12 
t h r o u g h  16 w h i c h  a r e  f o r  t h e  c a s e  o f  t h e  b o d y  w i t h  t h e  l a r g e s t  n a t u r a l  
p e r i o d  (T = 1 . 3 0 5  s e c . ). A g a i n  i t  c a n  b e  s e e n  f r o m  t h e  r e l a t i v e l y  g o o d  
a g r e e m e n t  a m o n g  d a t a  w i t h  d i f f e r e n t  w a v e  g e n e r a t o r  s e t t i n g s  b u t  a p p r o x i ­
m a t e l y  t h e  s a m e  w a v e  p e r i o d  t h a t ,  a s  s h o w n  in  F i g .  29 ,  t h e  m o o r e d  
s y s t e m  r e s p o n d s  l i n e a r l y  t o  t h e  a p p l i e d  f o r c e .  C o n s i d e r i n g  t h e  r e p r o ­
d u c i b i l i t y  of  t h e  d a t a  s h o w n  i n  F i g .  31 f o r  v a l u e s  o f  τ / T  l e s s  t h a n  u n i t y  
t h e  a p p a r e n t  s c a t t e r  c a n n o t  b e  c o m p l e t e l y  a t t r i b u t e d  to  e x p e r i m e n t a l  
e r r o r .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  t h a t  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e  f o r  z e r o  
d a m p i n g  a g r e e s  w e l l  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f o r  s m a l l  v a l u e s  of  τ / T  
( l e s s  t h a n  0 . 8 )  a n d  f o r  v a l u e s  of  τ / T  g r e a t e r  t h a n  u n i t y .  I n  f a c t  i t  c o u l d  
b e  s a i d  t h a t  a w a y  f r o m  t h e  n e i g h b o r h o o d  o f  r e s o n a n c e  t h e  a v e r a g e  of  t h e  
e x p e r i m e n t a l  d a t a  s h o w n  a g r e e s  f a i r l y  w e l l  w i t h  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e  
f o r  n o  d a m p i n g .
T h e  d i s a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e o r y  a n d  e x p e r i m e n t  o v e r  o n e  r a n g e  of  
w a v e  p e r i o d s  a n d  f a i r l y  g o o d  a g r e e m e n t  o v e r  a  d i f f e r e n t  r a n g e  o f  w a v e  
p e r i o d s  c a n  p r o b a b l y  b e  a t t r i b u t e d  to  t h e  w a v e s  w h i c h  a r e  g e n e r a t e d  by  
t h e  o s c i l l a t i n g  b o d y .  T h e  p r e s e n c e  o f  a  w a v e  s y s t e m  c a u s e d  b y  t h e
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T a b l e  3. W a v e  G e n e r a t o r  C o n f i g u r a t i o n  a n d  S t r o k e  (τ = 1 . 3 0 5  s e c . )
R u n C o n f i g u r a t i o n
T o t a l  S t r o k e  
( in. )
12 P a d d l e . 0 6 4
13 a P i s t o n . 1 3 4
13b P i s t o n . 0 6 0
14 P a d d l e . 0 6 3 5
15a P a d d l e . 0 6 4
15b P i s t o n . 0 7 4
15d P a d d l e . 0 4 3 5
15e P a d d l e . 0 4 3 5
15f P a d d l e . 0 4 3 5
16 a P a d d l e . 0 4 3
16b P a d d l e . 0 4 3
16c P a d d l e . 0 6 7 2
16d P a d d l e . 0 6 7 2
m o t i o n s  o f  t h e  b o d y  i s  a p p a r e n t  w h e n  t h e  w a v e  h e i g h t s  m e a s u r e d  d i r e c t l y  
b e h i n d  t h e  b o d y  ( n e a r  t h e  b a c k w a l l )  a r e  c o m p a r e d  to  t h e  w a v e  h e i g h t s  
m e a s u r e d  i n  t h e  t w o  c o r n e r s  o f  t h e  b a s i n .  U n f o r t u n a t e l y ,  f o r  t h e  d a t a  
s h o w n  i n  F i g .  31 ,  t h e  c e n t e r l i n e  w a v e  h e i g h t  w a s  n o t  m e a s u r e d ;  h o w e v e r ,  
f r o m  F i g s .  27 a n d  28 ( c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  s h o w n  in  
F i g .  32 )  i t  c a n  b e  p o s t u l a t e d  t h a t  t h e r e  w o u l d  a l s o  b e  a  s i m i l a r  d i f f e r e n c e  
b e t w e e n  t h e  t h r e e  w a v e  h e i g h t s  f o r  t h i s  c a s e .  I f  t h i s  a s s u m p t i o n  i s  c o r ­
r e c t ,  t h e n  i t  f o l l o w s  t h a t  a n y  w a v e  g e n e r a t e d  b y  t h e  b o d y  w i l l  in  t u r n
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m o d i f y  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e  on  t h e  b o d y  t h e r e b y  a l t e r i n g  i t s  m o t i o n  
a n d  c a u s i n g  d i s a g r e e m e n t  w i t h  a  t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h  w h i c h  n e g l e c t s  
t h e  w a v e - m a k i n g  a b i l i t y  o f  t h e  b o d y .  T o  b e  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  t h e o r y  
p r e s e n t e d  in  S e c t i o n  2 . 1 ,  t h e  w a v e  h e i g h t  u s e d  to  n o r m a l i z e  t h e  r e s p o n s e  
f u n c t i o n  w a s  a l w a y s  t h e  a v e r a g e  of  t h e  s t a n d i n g  w a v e  h e i g h t s  i n  t h e  
c o r n e r s  of  t h e  b a s i n .  T h e r e f o r e ,  i t  s e e m s  r e a s o n a b l e  to  a s s u m e  t h a t  
w h e r e  t h e r e  i s  a n  a p p a r e n t  s c a t t e r  of  t h e  d a t a  w a v e  g e n e r a t i o n  b y  t h e  
b o d y  i s  i m p o r t a n t  ( fo r  τ/ T  < 1 i n  F i g .  31) ;  t h e  c o n v e r s e  b e i n g  t r u e  f o r  
τ / T  > 1. T h i s  w a v e - g e n e r a t i o n  e f f e c t  w i l l  b e  d i s c u s s e d  i n  m o r e  d e t a i l  
w i t h  r e f e r e n c e  t o  F i g .  32.
T h e  v a l u e s  o f  t h e  n o r m a l i z e d  p e r i o d  ( τ / T )  f o r  t h e  v a r i o u s  m o d e s  of  
o s c i l l a t i o n  o f  t h e  w a v e  b a s i n  a r e  i n d i c a t e d  a l o n g  t h e  a b s c i s s a  of  F i g .  31 
b y  a r r o w s  w i t h  t h e  n u m b e r s  a b o v e  c o r r e s p o n d i n g  to  t h e  n u m b e r  o f  t h e  
h a r m o n i c .  I t  i s  i n t e r e s t i n g  to  n o t e  t h a t  t h e  m a x i m a  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  
d a t a  f o r  v a l u e s  o f  τ / Τ  < 1 c o r r e s p o n d  r e l a t i v e l y  w e l l  t o  t h e  h a r m o n i c s  
o f  t h e  b a s i n .  T h i s  i n d i c a t e s  t h a t  w h e n  t h e  b o d y  i s  a c t i n g  a s  a  w a v e  
g e n e r a t o r  t h e  a m p l i t u d e  of  t h e  b o d y  m o t i o n  a n d  h e n c e  t h e  w a v e  g e n e r a t e d  
i s  v e r y  m u c h  a f f e c t e d  b y  t h e  i n c i d e n t  w a v e  a m p l i t u d e ,  i .  e . , t h e  r e s p o n s e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  w a v e  b a s i n .
A t h e o r e t i c a l  c u r v e  i s  i n c l u d e d  i n  F i g .  31 f o r  t h e  c a s e  w i t h  d a m p i n g ,  
β x / ω  = 0 . 1 .  I t  i s  s e e n  f o r  t h i s  c a s e  t h a t  t h e  e f f e c t  of  d a m p i n g  o n  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e  i s  s m a l l  e x c e p t  i n  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  of  r e s o n a n c e  
w h e r e ,  d u e  t o  f i n i t e  a m p l i t u d e  e f f e c t s ,  t h e  a p p l i c a b i l i t y  of  t h i s  s m a l l  a m p l i ­
t u d e  t h e o r y  w o u l d  i t s e l f  b e  i n  q u e s t i o n .  T h e  v a l u e  o f  t h e  d a m p i n g  f a c t o r ,  
βx /ω , o b t a i n e d  f o r  t h i s  c o n f i g u r a t i o n  f r o m  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  of  t h e  m o o r e d  
b o d y  w a s  0 . 1 1 .  T h e  q u e s t i o n  c a n  r i g h t l y  b e  a s k e d :  s h o u l d  t h e  d a m p i n g
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f a c t o r  f o r  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n  d e s c r i b e d  b y  E q .  40 b e  t h e  s a m e  a s  t h a t  
i n c l u d e d  in  t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  f o r c e d  o s c i l l a t i o n ,  E q .  27 .  T h e  a n s w e r  
t o  t h i s  w o u l d ,  in  a l l  p r o b a b i l i t y ,  h a v e  to  b e  no .  S i n c e  F i g .  25 i n d i c a t e s  
t h a t  t h e  w a v e  m a k i n g  c o n t r i b u t i o n  to  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  i n  f r e e  o s c i l l a ­
t i o n  m a y  b e  q u i t e  l a r g e  c o m p a r e d  to  v i s c o u s  d i s s i p a t i o n ,  o n e  w o u l d  n o t  
e x p e c t  t h e  w a v e  m a k i n g  d i s s i p a t i o n  to  b e  t h e  s a m e  i n  b o t h  c a s e s .  H o w ­
e v e r ,  i t  c a n  b e  s a i d  w i t h  r e f e r e n c e  to  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a n d  t h e  
u n d a m p e d  t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e  s h o w n  i n  F i g .  31 t h a t  i n  t h i s  c a s e  
d i s s i p a t i v e  e f f e c t s  a r e  s m a l l .
T h e  e f f e c t  u p o n  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e  of  v a r y i n g  t h e  n a t u r a l  
f r e q u e n c y  of  t h e  b o d y  w a s  a l s o  i n v e s t i g a t e d .  If  o n e  a s s u m e s  t h a t  t h e  
v i r t u a l  m a s s  ( d i s p l a c e d  m a s s  + h y d r o d y n a m i c  a d d e d  m a s s )  c o u l d  b e  in  
e r r o r  b y  ±10% t h i s  w o u l d  i n t r o d u c e  a n  e r r o r  of  ±5% in  t h e  n a t u r a l  f r e ­
q u e n c y .  I t  w a s  f o u n d  t h a t  i f  t h i s  v a r i a t i o n  o f  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  w a s  
i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  e x p r e s s i o n  d e s c r i b i n g  t h e  t h e o r e t i c a l  i n v i s c i d  c u r v e  
o f  F i g .  31 ,  t h e  v a r i a t i o n  f r o m  t h e  c u r v e  s h o w n  w a s  s m a l l ;  l e s s  t h a n  
3% a w a y  f r o m  t h e  i m m e d i a t e  v i c i n i t y  o f  r e s o n a n c e .
U n d a m p e d  r e s p o n s e  c u r v e s  a n d  c o r r e s p o n d i n g  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a r e  
p r e s e n t e d  i n  F i g s .  32  a n d  33 f o r  a  n a t u r a l  p e r i o d  o f  t h e  b o d y  of  1 . 3 0 5  s e c .  
a n d  f o r  t w o  d i f f e r e n t  l o c a t i o n s  o f  t h e  b o d y  i n  t h e  w a v e  b a s i n .  In  F i g .  32 
t h e  c e n t e r  o f  t h e  b o d y  w a s  l o c a t e d  4 f t  f r o m  t h e  b a c k w a l l  a n d  in  F i g .  33 
t h i s  d i s t a n c e  w a s  i n c r e a s e d  t o  6 f t .  I n  b o t h  c a s e s  i t  i s  i n t e r e s t i n g  to  s e e  
t h a t  a g a i n  t h e r e  a r e  d i s t i n c t  r e g i o n s  o f  τ / Τ  w h e r e  a g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  
s m a l l - a m p l i t u d e  t h e o r y  a n d  t h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t s  i s  r e l a t i v e l y  g o o d ,  
a n d  a l s o  r e g i o n s  w h e r e  t h e r e  i s  a  s i g n i f i c a n t  s c a t t e r  of  e x p e r i m e n t a l  d a t a  
a b o u t  t h e  t h e o r e t i c a l  c u r v e s .  T y p i c a l  w a v e  a m p l i t u d e s  a n d  b o d y  m o t i o n s
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t h a t  w e r e  u s e d  i n  d e f i n i n g  t h e  r e s p o n s e  f u n c t i o n  p r e s e n t e d  i n  F i g .  32 
w e r e  p r e s e n t e d  i n  F i g .  28 .  F r o m  F i g .  28 i t  c a n  b e  s e e n ,  i n  g e n e r a l ,  t h a t  
w h e r e  t h e  s c a t t e r  of  t h e  d a t a  i n  F i g .  32 i s  t h e  g r e a t e s t ,  t h e r e  i s  a  s i g n i f i ­
c a n t  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  w a v e  a m p l i t u d e s  m e a s u r e d  i n  t h e  tw o  c o r n e r s  
of  t h e  b a s i n  a n d  t h a t  m e a s u r e d  d i r e c t l y  b e h i n d  t h e  b o d y  a t  t h e  b a s i n  b a c k -  
w a l l .  T h e  c o n v e r s e  i s  t r u e  i n  r e g i o n s  of  τ / T  w h e r e  t h e r e  i s  s m a l l  s c a t t e r ,  
e . g .  0 . 8 4  <  τ/T <  1 . 0 .  T h e r e f o r e ,  t h e  w a v e - m a k i n g  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  
b o d y  a p p e a r  t o  b e  q u i t e  i m p o r t a n t  i n  d e f i n i n g  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  
of  a  m o o r e d  b o d y .
I t  i s  i n t e r e s t i n g  to  v i e w  F i g s .  31 ,  32  a n d  33 i n  a n  o v e r a l l  s e n s e  to  
s e e  t h e  e f f e c t  o f  l o c a t i o n  o f  a  m o o r e d  b o d y  i n  a  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m .
A s  m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  w a v e  f u n c t i o n  d e f i n e d  b y  E q .  2 6 c  i m p o s e s  
a  c e r t a i n  n u m b e r  of  z e r o  r e s p o n s e s  on  t h e  b o d y  c h a r a c t e r i s t i c s  w h i c h  
a r e  a  f u n c t i o n  of  t h e  r a n g e  o f  w a v e  p e r i o d s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n .  F o r  a  
g i v e n  r a n g e ,  a s  t h e  d i s t a n c e  o f  t h e  b o d y  f r o m  t h e  b a c k w a l l  i n c r e a s e s ,  
t h e  n u m b e r  of  z e r o e s  i n c r e a s e s .  T h i s  i n  e f f e c t  f o r c e s  t h e  r e s p o n s e  c u r v e  
n e a r  r e s o n a n c e  to  b e c o m e  m o r e  p e a k e d ,  o r  i n  o t h e r  w o r d s ,  f o r  t h e  b o d y  
r e s p o n s e  t o  b e c o m e  m o r e  s e l e c t i v e  i n  a  p e r i o d w i s e  s e n s e .
T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  p h y s i c a l l y  w i t h  t h e  a i d  o f  F i g .  34.  T h i s  d e s ­
c r i p t i v e  f i g u r e  s h o w s  t h e  b o d y  l o c a t e d  a t  t w o  d i f f e r e n t  d i s t a n c e s  f r o m  a 
r e f l e c t i n g  s u r f a c e  i n  e i g h t  d i f f e r e n t  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m s  w i t h  p e r i o d s  
d e c r e a s i n g  f r o m  T 1 to  T8 . A t  t h e  b o t t o m  o f  t h e  f i g u r e  q u a l i t a t i v e  
r e s p o n s e  c u r v e s  a r e  s h o w n  f o r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  b o d y  p o s i t i o n s .  T h e s e  
w e r e  d r a w n  a f t e r  l e t t i n g  t h e  s h o r t e s t  p e r i o d  s h o w n ,  T 8, c o r r e s p o n d  to  t h e  
n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  t h e  b o d y .  I f  o n e  a s s u m e s  t h a t  t h e  m a j o r  f o r c e  a c t i n g  
o n  t h e  b o d y  i s  t h e  n e t  p r e s s u r e  f o r c e ,  t h e n  a s  t h e  w a v e  l e n g t h  d e c r e a s e s
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F i g .  34 .  E f f e c t  of  B o d y  P o s i t i o n  a n d  W a v e  P e r i o d  o n  t h e  
R e s p o n s e  C u r v e  o f  a  B o d y  w i t h  a  G i v e n  N a t u r a l  
P e r i o d
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f r o m  T 1 , f o r  t h e  b o d y  c l o s e s t  to  t h e  w a l l  ( d i s t a n c e  b 1 ) , t h e  f o r c e  c o n ­
t i n u a l l y  i n c r e a s e s .  F o r  a  l i n e a r  s y s t e m  t h e  b o d y  m o t i o n  w i l l  i n c r e a s e  
c o r r e s p o n d i n g l y .  H o w e v e r ,  i f  t h e  b o d y  i s  m o v e d  f u r t h e r  f r o m  t h e  w a l l  
to  a  d i s t a n c e  b 2 , i t  i s  s e e n  t h a t  t h e r e  w i l l  b e  t w o  w a v e  l e n g t h s  in  t h i s  
g r o u p  w h e r e  a n  a n t i n o d e  o f  t h e  s t a n d i n g  w a v e  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  c e n t e r  
of  t h e  b o d y ,  i .  e . , b e t w e e n  T 3 a n d  T 4 a n d  b e t w e e n  T 7 a n d  T 8 . S i n c e  
t h e s e  a r e  t h e  w a v e  l e n g t h s  f o r  z e r o  n e t  f o r c e ,  t h e  b o d y  m o t i o n  w i l l  b e  
z e r o  a t  t h e s e  t w o  w a v e  p e r i o d s .  H e n c e ,  b e t w e e n  w a v e  p e r i o d s  T 3 a n d  
T 8 t h e  b o d y  f o r c e  g o e s  f r o m  z e r o  t o  a  m a x i m u m  a n d  b a c k  to  z e r o  a g a i n  
w i t h  c o r r e s p o n d i n g  b o d y  m o t i o n s  a s  s h o w n  i n  t h e  s c h e m a t i c  r e s p o n s e  
c u r v e  a t  t h e  b o t t o m  o f  t h i s  p o r t i o n  o f  t h e  f i g u r e .  T h e r e f o r e ,  i t  c a n  b e  
s e e n  t h a t  a  p a r t i c u l a r  m a x i m u m  a m p l i t u d e  of  b o d y  m o t i o n  c a n  e v e n  b e  
e l i m i n a t e d  in  t h i s  s i m p l e  c a s e  b y  t h e  p r o p e r  l o c a t i o n  o f  t h e  b o d y  i n  t h e  
s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m .
T h e o r e t i c a l  a n d  e x p e r i m e n t a l  r e s p o n s e  c u r v e s  w e r e  a l s o  o b t a i n e d  
f o r  e s s e n t i a l l y  t h e  s a m e  c o n d i t i o n s  a s  t h o s e  s h o w n  i n  F i g s .  31 ,  32 a n d  
33 e x c e p t  t h a t  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  b o d y  w a s  r e d u c e d  b y  n e a r l y  a 
f a c t o r  of  t w o  to  τ  = 0 . 6 6 4  s e c .  b y  i n c r e a s i n g  t h e  s p r i n g  c o n s t a n t .  T h e s e  
r e s u l t s  a r e  p r e s e n t e d  in  F i g s .  35,  36 ,  a n d  37 f o r  d i s t a n c e s  f r o m  t h e  
c e n t e r  of  t h e  b o d y  to  t h e  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  of  2 f t ,  4 f t ,  a n d  6 ft  r e s p e c ­
t i v e l y .  F o r  a l l  o f  t h e  e x p e r i m e n t s  w h i c h  y i e l d e d  t h e  d a t a  p r e s e n t e d  in  
t h e s e  f i g u r e s  t h e  w a v e  m a c h i n e  w a s  s e t  a s  a  p a d d l e  w i t h  a  t o t a l  s t r o k e  
of  0 . 0 6 7  in .
A s  b e f o r e  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  n u m b e r  of  z e r o e s  of  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e  i n c r e a s e  a s  t h e  d i s t a n c e  f r o m  a  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  i n c r e a s e s .  T h i s  
i n  t u r n  c a u s e s  t h e  r e s p o n s e  c u r v e s  t o  b e c o m e  m o r e  s e l e c t i v e  n e a r
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F i g .  35 .  R e s p o n s e  C u r v e  of  S i n g l e  M o o r e d  B o d y  
(τ = 0 . 6 6 4  s e c . ,  b = 2 . 0  ft)
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F i g .  36 .  R e s p o n s e  C u r v e  of  S i n g l e  M o o r e d  B o d y  
(τ = 0 . 6 6 4  s e c . , b = 4 . 0  ft)
F i g .  37 .  R e s p o n s e  C u r v e  o f  S i n g l e  M o o r e d  B o d y  
(τ = 0 . 6 6 4  s e c . ,  b  = 6 . 0  ft)
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r e s o n a n c e  a s  t h i s  d i s t a n c e  i n c r e a s e s .  F o r  i n s t a n c e ,  f o r  a  r e s p o n s e  X / A  
e q u a l  to  u n i t y  a n d  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  c e n t e r  o f  t h e  b o d y  i s  l o c a t e d  2 ft 
f r o m  t h e  b a c k w a l l ,  t h e  b a n d w i d t h  of  t h e  m a j o r  p e a k  r a n g e s  f r o m  τ / T  = . 9 1  
to  τ / T  = 1 . 0 1 5  o r  a  w i d t h  of  Δ (τ / T )  =  0 . 1 1 .  W h e n  t h e  d i s t a n c e  i n c r e a s e s  
to  6 ft  t h e  l i m i t s  of  t h e  p e a k  a t  a  u n i t  r e s p o n s e  a r e  τ / T  = 0 . 9 8  to  τ / T  = 1 . 0 2  
o r  a  w i d t h  o f  Δ ( τ /T)  = 0 . 0 4 .  S i n c e  t h e  m a j o r  e f f e c t  of  d a m p i n g  i s  to  
r e d u c e  t h e  b o d y  r e s p o n s e  a t  r e s o n a n c e  i t  i s  p o s s i b l e  t h a t ,  d u e  to  t h e  c o m ­
b i n e d  e f f e c t s  of  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  a n d  t h e  n a r r o w i n g  o f  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e  n e a r  r e s o n a n c e ,  a n  a t t e n u a t e d  r e s p o n s e  a l w a y s  o c c u r s ,  i. e . , t h e  
r e s p o n s e  f u n c t i o n  X / A  i s  a l w a y s  l e s s  t h a n  u n i t y .  In  o t h e r  w o r d s ,  d u e  to  
a  h i g h  b o d y  n a t u r a l  f r e q u e n c y ,  t h e  r e s p o n s e  o f  t h e  b o d y  i n  s u r g e  m a y  b e  
u n i m p o r t a n t  a s  f a r  a s  g r o s s  m o v e m e n t s  a r e  c o n c e r n e d .
T h e  s c a t t e r  of  t h e  d a t a  i n  F i g s .  35 ,  36 a n d  37 i s  l e s s  t h a n  f o r  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  d a t a  o b t a i n e d  w i t h  m o o r e d  b o d y  h a v i n g  a  l a r g e r  n a t u r a l  
p e r i o d  (τ = 1 . 3 0 5  s e c . ). T h i s  m a y  b e  a t t r i b u t e d  to  t h e  s m a l l e r  e f f e c t  of  
w a v e  g e n e r a t i o n  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  b o d y  w i t h  t h e  s m a l l e r  n a t u r a l  p e r i o d .  
S i n c e  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  of  t h e  b o d y  w a s  d e c r e a s e d  b y  i n c r e a s i n g  t h e  
s p r i n g  c o n s t a n t  o f  t h e  s y s t e m ,  t h e  r e s t o r i n g  f o r c e  w a s  c o r r e s p o n d i n g l y  
i n c r e a s e d  a n d  t h e  b o d y  m o t i o n s  w e r e  r e d u c e d  c o m p a r e d  to  t h e  s y s t e m  
w i t h  a  l a r g e r  n a t u r a l  p e r i o d .  T h u s  f o r  t h e  s a m e  p e r i o d  of  o s c i l l a t i o n  
t h e  w a v e  a m p l i t u d e  g e n e r a t e d  b y  t h e  b o d y  w o u l d  b e  s m a l l e r .  T h i s  i s  
s u p p o r t e d  t o  s o m e  e x t e n t  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  i s  n o t  a s  l a r g e  a  v a r i ­
a t i o n  a m o n g  t h e  w a v e  a m p l i t u d e s  m e a s u r e d  a t  t h e  t h r e e  l o c a t i o n s  i n  t h e  
b a s i n  ( the  t w o  c o r n e r s  a n d  d i r e c t l y  b e h i n d  t h e  b o d y )  f o r  t h i s  c a s e  a s  
t h e r e  i s  f o r  t h e  b o d y  w i t h  t h e  l a r g e r  n a t u r a l  p e r i o d  a n d  c o r r e s p o n d i n g l y  
l a r g e r  b o d y  m o t i o n s .  T h i s  i s  n o t  t o  s a y  t h a t  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  i s  l e s s
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i m p o r t a n t  h e r e ,  a c t u a l l y  i t  i s  t h e  c o n t r a r y .  H o w e v e r ,  t h e  e f f e c t  o f  t h e  
b a s i n  r e s p o n s e s  o n  t h e  b o d y  a p p e a r s  t o  b e  l e s s .  I t  i s  a p p a r e n t  f r o m  
F i g s .  35 ,  36 a n d  37 t h a t  r e s o n a n c e  i s  n o t  a  s i g n i f i c a n t  p r o b l e m  f o r  t h i s  
m o o r e d  s y s t e m .  In  a l l  t h r e e  c a s e s  s h o w n  t h e  b o d y  m o t i o n  i s  a t t e n u a t e d  
c o m p a r e d  to  t h e  w a v e  a m p l i t u d e  i n s t e a d  o f  b e i n g  a m p l i f i e d .
I t  i s  o f  i n t e r e s t  t o  n o t e  t h e  r a n g e  o f  t h e  r a t i o  o f  b o d y  l e n g t h  to  w a v e  
l e n g t h  r e p r e s e n t e d  b y  t h e  t w o  s e t s  o f  r e s p o n s e  c u r v e s  i .  e  F i g s .  3 1 ,  32 ,  
a n d  33 f o r  τ = 1 . 3 0 4  s e c .  a n d  F i g s .  35 ,  36 a n d  37 f o r  τ = 0 . 6 6 4  s e c .  F o r  
t h e  m o o r e d  b o d y  h a v i n g  a  n a t u r a l  p e r i o d  o f  τ = 1 . 3 0 5  s e c .  t h e  r a t i o  of  
b o d y  l e n g t h  to  w a v e  l e n g t h  v a r i e d  f r o m  0 . 1  t o  0 . 8 .  T h i s  r a t i o  v a r i e d  
f r o m  0 . 2 5  to  1 . 5  f o r  t h e  m o o r e d  b o d y  w i t h  t h e  s m a l l e r  n a t u r a l  p e r i o d  
(τ = . 6 6 4  s e c . ). E v e n  f o r  t h e  l a t t e r  c a s e  w h e r e  t h e  w a v e  l e n g t h  i s  c o m ­
p a r a b l e  t o  t h e  b o d y  l e n g t h ,  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  s m a l l  a m p l i t u d e  t h e o r y  i s  
f a i r l y  g o o d .  T h e r e f o r e ,  i t  c a n  b e  s t a t e d  t h a t  t h e  t h e o r y  d e v e l o p e d  by  
W i l s o n  a p p l i e s  r e a s o n a b l y  w e l l  e v e n  w h e n  t h e  w a v e  l e n g t h  b e c o m e s  s m a l l  
c o m p a r e d  t o  t h e  l e n g t h  o f  t h e  b o d y .  A l s o ,  i n  a d d i t i o n  to  t h i s ,  t h e  
t h e o r e t i c a l  a p p r o a c h  i s  a p p l i c a b l e  o v e r  t h e  f u l l  r a n g e  of  w a v e  l e n g t h  t o  
d e p t h  r a t i o s ,  i .  e . , f r o m  s h a l l o w  w a t e r  w a v e s  t h r o u g h  t h e  i n t e r m e d i a t e  
r e g i o n  t o  d e e p  w a t e r  w a v e s .
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5. C o n c l u s i o n s  a n d  R e c o m m e n d a t i o n s
T h e  c o n c l u s i o n s  w h i c h  a r e  d r a w n  f r o m  t h i s  f i r s t  p h a s e  o f  t h e  i n v e s t i ­
g a t i o n  a r e  d i v i d e d  i n to  t w o  p a r t s ;  t h e  f i r s t  p e r t a i n i n g  s p e c i f i c a l l y  t o  t h e  
l a b o r a t o r y  s t u d y ,  a n d  t h e  s e c o n d  r e l a t i n g  s o m e  of  t h e s e  c o n c l u s i o n s  to  
t h e  s m a l l - c r a f t  m o o r i n g  p r o b l e m  i n  m a r i n a s .
5 . 1  C o n c l u s i o n s  R e l a t e d  t o  t h e  L a b o r a t o r y  I n v e s t i g a t i o n
1. In  g e n e r a l  i t  c a n  b e  s t a t e d  t h a t  t h e  t h e o r y  p r o p o s e d  by  
W i l s o n  (5) a n d  K i l n e r  (7) a d e q u a t e l y  d e s c r i b e s  t h e  s u r g e  m o t i o n  
o f  a  b o d y  l i n e a r l y  m o o r e d  in  a  s t a n d i n g  w a v e  s y s t e m  by  e l a s t i c  
l i n e s .  T h e  l a b o r a t o r y  i n v e s t i g a t i o n  r e p o r t e d  h e r e i n  w a s  a  m o r e  
r e a l i s t i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  p h y s i c a l  s y s t e m  t h a n  t h a t  u s e d  
b y  K i l n e r  (7) a n d  a c c o r d i n g l y  r e v e a l e d  c e r t a i n  f e a t u r e s  n o t  r e ­
p o r t e d  p r e v i o u s l y .
2. T h e  c o e f f i c i e n t  o f  v i r t u a l  m a s s  of  t h e  b o d y  ( r e c t a n g u l a r  
p a r a l l e l p i p e d  o f  a s p e c t  r a t i o  4 : 1 )  d e t e r m i n e d  f r o m  s i m p l e  f r e e  
o s c i l l a t i o n s  w a s  f o u n d  to  c o r r e l a t e  b e s t  w i t h  t h e  r a t i o  of  d r a f t
t o  b e a m  ( D / B ) .  F o r  a  v a r i a t i o n  of  D / B  f r o m  0 . 2 5  to  0 . 9 5  t h e  
c o e f f i c i e n t  o f  v i r t u a l  m a s s  ( C M ) v a r i e d  f r o m  a p p r o x i m a t e l y  1 .1  
t o  1 . 2 5 .  D u e  to  t h e  s c a t t e r  of  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a ,  i t  i s  f e l t  
t h a t  t h i s  m e t h o d  of  e v a l u a t i o n  o f  t h e  a d d e d  m a s s  i s  n o t  c o m ­
p l e t e l y  s a t i s f a c t o r y .
3. T h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t ,  β x / ω ,  o b t a i n e d  f r o m  t h e  
d e c a y  o f  t h e  f r e e  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  b o d y  s h o w e d  a  d e f i n i t e  
t e n d e n c y  to  i n c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  ω D ( th e  p r o d u c t  of  c i r ­
c u l a r  n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f  t h e  m o o r e d  b o d y  a n d  d r a f t ) .  T h i s  
i s  c o n t r a r y  t o  w h a t  o n e  w o u l d  e x p e c t  f o r  a n  o s c i l l a t i n g  b o d y
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i n  a n  i n f i n i t e  f l u i d ,  a n d  i n d i c a t e s  t h e  e f f e c t  o f  t h e  e n e r g y  t h a t  
g o e s  i n t o  w a v e s  g e n e r a t e d  b y  t h e  b o d y  o n  t h e  g e n e r a l  d i s s i ­
p a t i v e  q u a l i t i e s  o f  t h e  b o d y .  I t  s h o u l d  b e  r e a l i z e d  t h a t  t h e  
d i s s i p a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  f r e e  o s c i l l a t i o n s  i s  d i f f e r e n t  f r o m  
t h a t  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  w a v e  i n d u c e d  o s c i l l a t i o n s  o f  a  b o d y .
4.  T h e  b o d y  m o o r e d  b y  a  l i n e a r  s p r i n g  to  a  f i x e d  s u p ­
p o r t  r e s p o n d s  i n  a  l i n e a r  f a s h i o n  e v e n  f o r  r e l a t i v e l y  l a r g e  
b o d y  m o t i o n s .
5. T h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  o b t a i n e d  o n  t h e  r e s p o n s e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  b o d y  a r e  i n  r e a s o n a b l y  g o o d  a g r e e m e n t  
w i t h  t h e  t h e o r y  p r o p o s e d  b y  W i l s o n  (5).  T h e  r a t i o  of  w a v e  
l e n g t h  to  d e p t h  c o v e r e d  b y  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  v a r i e d  f r o m  
a p p r o x i m a t e l y  t h e  s h a l l o w  w a t e r  w a v e  l i m i t  to  t h e  d e e p  w a t e r  
w a v e  l i m i t .  T h e  r a t i o  o f  b o d y  l e n g t h  t o  w a v e  l e n g t h  v a r i e d  
f r o m  a  v a l u e  of  0 . 1  to  1 . 5 .
6. I t  w a s  f o u n d  t h a t  a  v a r i a t i o n  i n  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o ­
e f f i c i e n t ,  C M , o f  ±10% w h i c h  i n t r o d u c e s  a  ±5% v a r i a t i o n  in  
t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  t h e  b o d y  i n t r o d u c e d  a  n e g l i g i b l e  v a r i ­
a t i o n  in  t h e  t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e .
7.  A g r e e m e n t  b e t w e e n  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  a n d  t h e  
t h e o r e t i c a l  r e s p o n s e  c u r v e s  i s  b e t t e r  f o r  c e r t a i n  r a n g e s  o f  
t h e  r a t i o  o f  t h e  n a t u r a l  p e r i o d  o f  t h e  b o d y  to  t h e  w a v e  p e r i o d ,  
τ / T ,  t h a n  i t  i s  f o r  o t h e r s .  T h i s  i s  a t t r i b u t e d  to  t h e  e f f e c t
o f  w a v e  g e n e r a t i o n  b y  t h e  b o d y  o n  i t s  m o t i o n ;  t h e  w a v e  g e n ­
e r a t i o n  b e i n g  m o r e  i m p o r t a n t  a t  v a l u e s  o f  τ / T  i n  t h e  r e g i o n  
o f  t h e  m a x i m u m  d e v i a t i o n  o f  t h e  e x p e r i m e n t a l  d a t a  f r o m  t h e
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8. T h e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  f o r c e d  
o s c i l l a t i o n  of  t h e  m o o r e d  b o d y  i s  q u i t e  d i f f e r e n t  f o r  t h e  tw o  
s y s t e m s  w h i c h  w e r e  i n v e s t i g a t e d .  T h e  b o d y  w i t h  t h e  l a r g e r  
n a t u r a l  p e r i o d  e x h i b i t e d  v e r y  l i t t l e  e n e r g y  d i s s i p a t i o n ,  w h e r e ­
a s  t h e  o p p o s i t e  i s  t r u e  f o r  t h e  b o d y  w i t h  t h e  s m a l l e r  n a t u r a l  
p e r i o d .
9. T h e  r e s p o n s e  c u r v e s  b e c o m e  m o r e  s e l e c t i v e  w i t h  
r e s p e c t  t o  f r e q u e n c y  a s  t h e  d i s t a n c e  of  t h e  b o d y  f r o m  a  r e ­
f l e c t i n g  s u r f a c e  i n c r e a s e s .  I t  i s  p o s s i b l e  t o  r e d u c e  t h e  
e f f e c t  of  r e s o n a n c e  c o n s i d e r a b l y ,  s i m p l y  b y  c h o o s i n g  t h e  
p r o p e r  b o d y  l o c a t i o n  f o r  a  p a r t i c u l a r  n a t u r a l  f r e q u e n c y .
5 . 2  C o n c l u s i o n s  a n d  R e c o m m e n d a t i o n s  R e l a t e d  to  t h e  P r o t o t y p e
S y s t e m
1. T h e  b a s i n  r e s p o n s e  i s  o b v i o u s l y  of  i m p o r t a n c e  in  
d e t e r m i n i n g  t h e  m a x i m u m  a m p l i t u d e  of  m o t i o n  in  s u r g e  of  
a  m o o r e d  b o d y .
2. T h e  l o c a t i o n  of  a  m o o r e d  b o a t  i n  a  m a r i n a  i s  i m ­
p o r t a n t  c o n s i d e r i n g  t h e  e f f e c t  of  b o d y  l o c a t i o n  on  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e .  I t  m a y  b e  f e a s i b l e ,  f o r  a  g i v e n  i n c i d e n t  w a v e  p e r i o d ,  
to  l o c a t e  b o a t s  of  v a r i o u s  s i z e s  i n  d i f f e r e n t  a r e a s  o f  t h e  
m a r i n a  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  t h e  b o a t ­
m o o r i n g  s y s t e m .  T h e  p r e f e r r e d  l o c a t i o n  w o u l d  a l s o  be  
i n f l u e n c e d  b y  t h e  r e s p o n s e  c h a r a c t e r i s t i c s  of  t h e  b a s i n  a n d  
t h e  e x p e c t e d  t h r e e - d i m e n s i o n a l  a m p l i t u d e  d i s t r i b u t i o n  w i t h i n
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3. C o n s i d e r i n g  t h e  e f f e c t  o f  e n e r g y  d i s s i p a t i o n  u p o n  t h e  
r e s p o n s e  c u r v e  a n d  t h e  i n c r e a s e  i n  s e l e c t i v i t y  o f  t h e  r e s p o n s e  
c u r v e  w i t h  i n c r e a s e  i n  d i s t a n c e  f r o m  a  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  i t  
a p p e a r s  t h a t  t h e  f u r t h e r  a  b o d y  i s  f r o m  a  r e f l e c t i n g  s u r f a c e  
t h e  s m a l l e r  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e r e  w i l l  b e  a  s i g n i f i c a n t  
r e s p o n s e  n e a r  r e s o n a n c e .  It  i s  p o s s i b l e  t h a t  w i t h  a  h i g h  
n a t u r a l  f r e q u e n c y  of  t h e  b o d y  c o u p l e d  w i t h  t h e  e n e r g y  d i s s i p a ­
t i o n  of  t h e  s y s t e m  t h e  b o d y  r e s p o n s e  e x p r e s s e d  a s  X / A  c o u l d  
a l w a y s  b e  l e s s  t h a n  u n i t y .
4 .  T h i s  i n i t i a l  s t u d y  e m p h a s i z e s  t h e  n e e d  f o r  p r o t o t y p e  
i n f o r m a t i o n  o n  s m a l l - c r a f t  m o t i o n s ,  n a t u r a l  f r e q u e n c i e s  o f  a  
s i z e a b l e  r a n g e  of  b o a t  s i z e s ,  a n d  d a m p i n g  i n f o r m a t i o n  on  
t h e s e  v e s s e l s .
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A C K N O W L E D G E M E N T S
T h e  a u t h o r  w o u l d  l i k e  to  e x p r e s s  h i s  d e e p  a p p r e c i a t i o n  t o  P r o f e s s o r  
V i t o  A .  V a n o n i  f o r  h i s  a s s i s t a n c e  a n d  v a l u a b l e  c r i t i c i s m  t h r o u g h o u t  t h e  
c o u r s e  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n .
T h e  c o n s t r u c t i o n  a n d  t h e  m a i n t e n a n c e  of  t h e  w a v e  b a s i n  a n d  a s s o c i ­
a t e d  i n s t r u m e n t a t i o n  w a s  c a r r i e d  o u t  b y  E l t o n  D a l y ,  L a b o r a t o r y  a n d  
S h o p  S u p e r v i s o r  a n d  R o b e r t  G r e e n w a y ,  L a b o r a t o r y  M e c h a n i c .  A g o o d  
d e a l  of  t h e  s y s t e m  d e s i g n  c a n  b e  a t t r i b u t e d  to  t h e  i n g e n u i t y  of  E l t o n  D a l y .  
T h e  a s s i s t a n c e  o f  C a r l  E a s t v e d t ,  S e n i o r  P h o t o g r a p h e r  a n d  R o b e r t  W. 
W i l s o n ,  L a b o r a t o r y  S p e c i a l i s t ,  i s  a p p r e c i a t e d .  T h e  d r a w i n g s  p r e s e n t e d  
i n  t h i s  r e p o r t  w e r e  d o n e  b y  J a m e s  M u r r a y ,  L a b o r a t o r y  T e c h n i c i a n .  T h e  
w r i t e r  w i s h e s  to  t h a n k  P a t r i c i a  R a n k i n  f o r  h e r  a s s i s t a n c e  i n  t y p i n g  a n d  
a s s e m b l i n g  t h i s  r e p o r t .
S o m e  o f  t h e  i n i t i a l  e x p e r i m e n t a l  w o r k  o n  t h e  v i r t u a l  m a s s  c o e f f i c i e n t  
a n d  t h e  d a m p i n g  c o e f f i c i e n t  w a s  d o n e  by  L o h - N i e n  F a n ,  R e s e a r c h  
A s s i s t a n t .
T h i s  p r o j e c t  i s  s u p p o r t e d  by  t h e  U. S. A r m y  C o r p s  of  E n g i n e e r s  
u n d e r  C o n t r a c t  D A - 2 2 - 0 7 9 - C I V E N G - 6 4 - 1 1 .
A P P E N D I X  A
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T a b l e  A - l .  S y s t e m  C h a r a c t e r i s t i c s  f o r  D e t e r m i n a t i o n  of  
D a m p i n g  C i e f f i c i e n t s  a n d  V i r t u a l  M a s s  C o e f f i c i e n t s
R u n
No.
d
(ft)
D
(ft)
ω
( r a d / s e c )
βx
( s e c - 1 )
C
(l b / f t )
W
( lb s )
CM
5AA - - 1 1 . 2 8 . 0 3 6 2 6 1 . 2 1 5 . 5 4 - - -  A i r
5WA . 5 3 8 . 1 6 4 5 1 0 . 0 . 5 8 7 5 2 . 8 1 7 . 0 1 . 1 4 2
5W B . 5 3 8 . 2 3 9 0 9 . 3 2 . 9 7 8 4 7 . 0 1 7 . 4 8 1 . 1 3 0
5 W C . 5 3 8 . 3 5 6 0 8 . 5 5 1 . 3 4 4 2 . 3 1 8 . 6 5 1 . 1 4 0
5W D . 5 3 8 . 4 5 2 7 . 7 8 1 . 6 3 3 9 . 0 2 0 . 5 1 . 1 7 6
5 W E . 5 3 8 . 4 0 5 5 8 . 1 2 1 . 2 6 6 4 0 . 5 1 9 . 8 1 . 1 6 9
5 W F . 5 3 8 . 8 0 5 5 8 . 8 8 1 . 3 8 4 5 . 0 1 8 . 3 2 1 . 1 4 9
5W G . 5 3 8 . 1 5 4 5 1 0 . 1 5 . 6 6 1 5 1 . 6 1 6 . 2 1 . 0 7
5W H . 5 3 8 . 2 1 4 0 9 . 5 6 . 8 7 4 4 9 . 3 1 7 . 3 1 . 1 3 2
5W I . 5 3 8 . 2 8 1 5 9 . 0 5 1 . 0 7 0 4 6 . 9 1 8 . 4 5 1 . 1 6 6
5 W J . 5 3 8 . 3 3 5 5 8 . 7 1 1 . 1 6 2 4 5 . 0 1 9 . 1 0 1 . 1 7 1
6A A - - 7 . 9 4 . 0 1 0 7 2 9 . 5 1 5 . 1 - - -  A i r
6W A 1 . 1 0 2 . 1 1 7 5 7 . 1 5 . 2 1 1 2 4 . 6 1 5 . 5 1 . 0 5 5
6 W B 1 . 1 0 2 . 2 7 7 5 5 . 9 5 . 3 6 4 2 0 . 1 1 8 . 8 1 . 1 7 4
6 A B - - 7 . 9 4 . 0 1 0 2 3 0 . 0 1 5 . 3 - - -  A i r
6 W C . 9 6 6 . 1 2 0 0 7 . 1 4 . 1 7 7 2 5 . 6 1 6 . 2 1 . 1 1 9
6W D . 9 6 6 . 2 8 6 5 5 . 7 7 . 3 6 6 1 8 . 7 1 8 . 1 1 . 1 5 7
6 W F . 9 6 6 . 3 7 5 5 . 1 4 . 4 3 2 1 7 . 3 2 1 . 1 1 . 2 4 8
6 W G . 9 6 6 . 1 9 5 6 . 4 7 . 3 1 6 2 2 . 7 1 7 . 5 1 . 1 8 2
7 1 . 0 2 3 . 3 5 5 . 3 2 . 4 9 8 1 6 . 1 1 8 . 7 5 1 . 1 9 6
8 1 . 0 1 6 . 3 4 5 . 3 6 . 4 1 3 1 7 . 7 1 9 . 8 5 1 . 2 0 5
10 1 . 00 . 3 7 8 4 . 8 2 . 5 2 8 2 0 . 8 2 8 . 9 1 . 2 3
14 1 . 0 0 . 3 7 2 4 . 8 4 - 2 1 . 3 5 2 9 . 4 1 . 2 6 2
15a 1 . 0 0 1 . 3 7 2 4 . 8 2 - 2 1 . 4 2 9 . 7 1 . 2 7 5
15b 1 . 0 0 2 . 3 7 2 4 . 8 2 - 2 1 . 3 2 9 . 5 5 1 . 2 6 8
16 a 1 . 0 0 1 . 3 7 0 4 . 8 5 - 2 1 . 3 2 9 . 1 5 1 . 2 5 2
17a 1 . 0 0 . 3 6 0 9 . 4 7 5 - 80 . 2 8 . 7 1 . 2 2 8
19a 1 . 0 0 3 . 3 6 5 9 . 4 0 - 8 0 . 4 2 8 . 7 1 . 2 2 5
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